Kolokwium 2 - Analiza i Topologia R

Zad. 1 Niech (X,X,u) bedzie przestrzenia miarowa. Zalozmy, ze f: X — Y jest
funkcja. Pokaz, ze

o A={B: f7![B] € ¥} jest o-algebra podzbioréw Y,
e funkcja v(B) = u(f~'[B]) jest miara okreslona na A.

Wywnioskuj, ze (Y, A, ) jest przestrzeniag miarowa. Czym bedzie A i v, jesli Y =R, a
f jest funkcja stale przyjmujaca wartosé 37

Zad. 2 Rozwazmy przestrzenie miarowe (R, Bor(R), d3), gdzie 03 jest delta Diraca w
punkcie 3 oraz (R, Bor(R), i), gdzie p jest miara liczaca. Opisz rodzine

{E € Bor(R) ® Bor(R): d3 ® u(E) = 5}.



Zad. 3 Sformutuj swoje ulubione twierdzenie nalezace do zbioru {twierdzenie Le-
besgue’a o zbiezno$ci monotonicznej, lemat Fatou, twierdzenie Lebesgue’a o zbieznosci
zmajoryzowanej}.

Zad. 4 Niech f(z) = . Podaj przyktad funkeji prostej p: [0, 1] — R takiej, ze p(z) <
f(z) dla kazdego z € [0,1] i
/ pdx>1/4.
[0,1]

Zad. 5 Wyjasnij, dlaczego przedziaty postaci [a,b), gdzie a,b € R, generuja rodzine
zbioréw borelowskich.



Zad. 6 Podaj przyktad ciagu (f,) funkcji ciagtych okreslonych na [0, 1], ktory jest
zbiezny w normie catkowej, a nie jest zbiezny w normie supremum.

Zad. 7 Udowodnij, ze przestrzeri C[0, 1] nie jest przestrzenia Hilberta.



Zad. 8 Podaj przyktad niezerowego wektora w /s, ktory jest prostopadly do wektora
(1,0,1/2,0,1/3,0,1/4,0,...) (wraz z uzasadnieniem).

Zad. 9 Rozwazmy funkcje F' okreslona na zbiorze funkcji borelowskich wzorem:

F(f) = / £l d.

Ktoére warunki normy spelnia ta funkcja?



