Kolokwium 1 - Analiza i Topologia R

Zad. 1 Zbadaj wnetrze i domkniecie zbioru A w przestrzeni X, jesli

a) X = R? (z metryka euklidesowa), A = {(1,2)): n e N,z € [0,1)};

b) X = R? (z metryka miasto), A = {{(z,y): = < y};

c) X ={0,1}" (z tradycyjna metryka), A - ciagi, ktorych pierwszy wyraz jest réwny 0;

d) X =CI0,1] (z metryka supremum), A = {f: f(0) = 1};

e) X =R (z metryka dyskretna), A = [0, 1).



Zad. 2  Sformutuj twierdzenie Baire’a.

Zad. 3 Pokaz, ze kazda przestrzen metryczna zwarta jest przestrzenia zupetna. Podaj
przyktad przestrzeni, ktora jest zupelna, ale nie jest zwarta (wraz z uzasadnieniami
zupelnosci i braku zwartosci).



Zad. 4 Wskaz funkcje ciagla f: X — Y, ktora jest ,na“ lub uzasadnij, ze taka nie
istnieje, gdy

a) X =10,1),Y - okrag o promieniu 1 (na obydwu przestrzeniach rozwazamy metryke
euklidesowa).

b) X =R?, Y - zbiér Cantora (na obydwu przestrzeniach rozwazamy metryke eukli-
desowa).

c) X ={0,1}" (z tradycyjna metryka), Y = [0,1) x (0, 1] (z metryka euklidesowa).

d) X =C|0,1] (z metryka supremum), ¥ = R (z metryka euklidesowa).



Zad. 5 Niech (X,d) bedzie przestrzenia zwarta osrodkows taka, ze d(z,y) < 1 dla
kazdych =,y € X. Niech D = {21, x9,...} bedzie zbiorem przeliczalnym, gestym w X.
Pokaz, ze funkcja f: X — [0, 1]" dana wzorem

flz) = (d(x,z1),d(z, x2),d(x, x3), .. .)

jest réznowartosciowa i ciagta. (Przypomnienie: na [0, 1]N rozwazamy metryke p dang

peg) = 37 1D =0

ieN

wzorem

Wywnioskuj z powyzszego nastepujace twierdzenie: kazda przestrzen zwarta osrodkowa
jest homeomorficzna z pewna podprzestrzenia [0, 1]N.



