Egzamin 1 - Analiza i Topologia R

Zad. 1 Pokaz, ze kazda zwarta przestrzen metryczna jest zupelna.

Zad. 2 Rozwazmy kule domknieta B o promieniu 1 i Srodku w wektorze zerowym w
przestrzeni (o, (znang takze w niektorych kregach jako linfinito, czyli przestrzen wszystkich
ciagow ograniczonych z norma supremum || ||), czyli

B={zr€ly: ||z]le < 1}.

Pokaz, ze B nie jest zwarta. (Oczywista wskazowka: co $wiadczy o tym, ze przestrzen
nie jest zwarta?).



Zad. 3 Podaj przyktad przestrzeni Banacha, ktora nie jest przestrzenig Hilberta.

Zad. 4 Podaj przyklad przestrzeni Hilberta, ktéra nie jest przestrzenia euklidesowa
(wraz z definicja odpowiedniej metryki).

Zad. 5 Cgzy istnieje liczba niewymierna, ktora nalezy do (klasycznego) zbioru Can-
tora? Odpowiedz krotko uzasadnij.

Zad. 6 Cgzy zbior funkcji rozniczkowalnych jest gesty w C[0, 1] (z norma supremum)?
Odpowiedz krotko uzasadnij.

Zad. 7 Cgzy istnieje zbior A C R, ktory jest domkniety, ma puste wnetrze i dodatnia
miare Lebesgue’a? Odpowiedz krotko uzasadnij.

Zad. 8 Podaj przyktad ciggu funkcji cigglych zbieznego w normie catkowej, ktory nie
jest zbiezny punktowo. (Nie trzeba okresla¢ tych funkcji wzorem.)



Zad. 9 Dwie osoby losujg liczby z przedziatlu [0,1]. Rozklad prawdopodobienstwa
zwiazany z losowaniem pierwszej osoby jest dany przez

1
() = [ 45 = 50—y

a drugiej przez
1a(A) = / 62(x — 1) dA.
A

(Tzn., ze prawdopodobieristwo wylosowania przez i-ta osobe liczby ze zbioru A wynosi
pi(A).)

Jakie jest prawdopodobienstwo, ze wylosowane przez nich liczby beda blizej siebie niz
1/27 (Uwaga. Wazne przede wszystkim, zeby napisa¢ co trzeba policzy¢).



Zad. 10 Wykaz, ze ponizsza funkcja h: R — R jest borelowska.

)0, gdy 2 € Q,
) = {i, gdy = ¢ Q.

Zad. 11  Losujemy liczbe rzeczywista zgodnie z rozktadem

1
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A

Naszkicuj wykres dystrybuanty F,.



