
Egzamin 1 - Analiza i Topologia R

Zad. 1 Poka», »e ka»da zwarta przestrze« metryczna jest zupeªna.

Zad. 2 Rozwa»my kul¦ domkni¦t¡ B o promieniu 1 i ±rodku w wektorze zerowym w
przestrzeni `∞ (znan¡ tak»e w niektórych kr¦gach jako `infinito, czyli przestrze« wszystkich
ci¡gów ograniczonych z norm¡ supremum || ||∞), czyli

B = {x ∈ `∞ : ||x||∞ ≤ 1}.

Poka», »e B nie jest zwarta. (Oczywista wskazówka: co ±wiadczy o tym, »e przestrze«
nie jest zwarta?).



Zad. 3 Podaj przykªad przestrzeni Banacha, która nie jest przestrzeni¡ Hilberta.

Zad. 4 Podaj przykªad przestrzeni Hilberta, która nie jest przestrzeni¡ euklidesow¡
(wraz z de�nicj¡ odpowiedniej metryki).

Zad. 5 Czy istnieje liczba niewymierna, która nale»y do (klasycznego) zbioru Can-
tora? Odpowied¹ krótko uzasadnij.

Zad. 6 Czy zbiór funkcji ró»niczkowalnych jest g¦sty w C[0, 1] (z norm¡ supremum)?
Odpowied¹ krótko uzasadnij.

Zad. 7 Czy istnieje zbiór A ⊆ R, który jest domkni¦ty, ma puste wn¦trze i dodatni¡
miar¦ Lebesgue'a? Odpowied¹ krótko uzasadnij.

Zad. 8 Podaj przykªad ci¡gu funkcji ci¡gªych zbie»nego w normie caªkowej, który nie
jest zbie»ny punktowo. (Nie trzeba okre±la¢ tych funkcji wzorem.)



Zad. 9 Dwie osoby losuj¡ liczby z przedziaªu [0, 1]. Rozkªad prawdopodobie«stwa
zwi¡zany z losowaniem pierwszej osoby jest dany przez

µ1(A) =

∫
A

48(x− 1

2
)(1− x)χ[ 1

2
,1] dλ,

a drugiej przez

µ2(A) =

∫
A

6x(x− 1) dλ.

(Tzn., »e prawdopodobie«stwo wylosowania przez i-t¡ osob¦ liczby ze zbioru A wynosi
µi(A).)
Jakie jest prawdopodobie«stwo, »e wylosowane przez nich liczby b¦d¡ bli»ej siebie ni»
1/2? (Uwaga. Wa»ne przede wszystkim, »eby napisa¢ co trzeba policzy¢).



Zad. 10 Wyka», »e poni»sza funkcja h : R→ R jest borelowska.

h(x) =

{
0, gdy x ∈ Q,
1
x
, gdy x /∈ Q.

Zad. 11 Losujemy liczb¦ rzeczywist¡ zgodnie z rozkªadem

µ(A) =

∫
A

1

2
χ[1,3] dλ.

Naszkicuj wykres dystrybuanty Fµ.


