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K. Makuszynski (Bezgrzeszne lata): ,,Znatem tylko dwoch takich potworéw, a jednym z nich byt madry bardzo ksiadz,
ktory nas nauczal rzeczy najmniej potrzebnej na $wiecie: logiki!” ©

Z1. Jaka wartos¢ logiczng ma zdanie ~(p A ~(~q€)p)) % ((~p Y (qGBp)) ® ~q), jesli p to zdanie prawdziwe,
a q — falszywe?

Z2. Zapisz symbolicznie koniunkcje alternatywy zdan o i f oraz negacji ich koniunkcji.

Z3. Udowodnij, ze —p V q to nietosamoco —(p V q).

Z4. * Sprobuj arytmetycznie opisa¢ dziatanie alternatywy wykluczajacej na zerach i jedynkach, na poczatek dla dwoch
zdan sktadowych, ale moze uda Ci si¢ nawet dla dowolnie wielu?

Z5. No a teraz bez wahania oznaczymy sobie zdania:

p1 = Pani prof. Buraczewska jest z wyksztalcenia japonistka.

p2 = Stowo ,,komputer” pochodzi od stowa oznaczajacego liczenie.

p3 = Zimy na Suwalszczyznie sg mrozne.

pa = Na wroctawskich uczelniach w roku 2020/21 uczylo sie okoto 110 tys. studentow.

ps = Uczniowie la kochaja matematyke.

pe = Prof. Sliwinski jest przedstawicielem Homo sapiens sapiens.

p7 = ,,Przygody Alicji w Krainie Czarow” napisat angielski matematyk.

ps = W polskiej wersji Wikipedii jest ponad 1,5-108 artykutow.

ps = Trzech polskich matematykdéw przyczynilo si¢ do wczesniejszego zakonczenia II wojny Swiatowe;.

Zanim dzwonek zatomoce, warto$¢ zdan ponizszych ocen:

o p1V — P2 ds: —(P2 A — (P3 A p1))

02: P1V = P3V PV ps a7 (P2 APs A= PaAPs) V(2 PL APsA Ps) V [(P2 V Pa) A (— Ps A ps)]
Os: P2V P3V =1 PaV =2 ds: (P1V Ps vV —1ps) V (P2 V=1 p3) vV ps

Qa: P2 AP3 A =1 Pa A1 P2 o (P1 A —1pa) V (p1 A pa)sad

ds: P2 A (— PaV Pe) do: (P2 A —1P4) V(1 P1V Pa)

I zagadka, Dzieci Drogie: ktore z nich to tautologie? Jest tez calkiem mozliwe znalez¢ tu zdanie zawsze fatszywe!
(A nim do kolejnych zadan przejdziemy, wspomnijmy, ze je kontrtautologiami zwiemy!)

Z6. Zadanie catkiem tu nowe — formutly sa juz gotowe i chodzi o koncentracje, bys$ podat te waluacje, przy ktorych —
czyz to nie ckliwe? — zdania otrzymasz prawdziwe.

fii LA P2 A P3 AP fai pr v (p2 v pa) fs: p1 v (P2 A — p1)

f2:prA (P2 v ps v ) faiprA (P2 A= p1) A= (= P2V py) fs: p1 = (P v p2)
Z7. A oto i dalsze zdania do prawdziwosci stwierdzania (a p indeksowane powyzej zdefiniowane):

M P2 = (P3 v Pa) r3: (P3 v Pa) = (P3 v pa) rs: (P1V Pa) = (P1— Pa)

r2: (P2 A — Pa) = [(P1 v ps) v pe] ra: (Ps A Pe) = Ps Fe: (P2 = P3) = (Ps — P2)

I do tych zdan, Kolezanko, Kolego, zastosuj pytania z zad. poprzedniego!

Z8. Nigdy nie naduzywaj negowania! — bo sprobuj szybko zrozumiec¢ te zdania. ..
a) Albany utrqca dekret o zniesieniu ustawy przeciwko kontroli urodzin (tytut w ,,New York Times”, 6.05.1965)
b) Musze Wam wyjasnié, ze tylko zartowatem, piszqc, ze nie uwazam za nieodwolalne swojego postanowienia o
powtornym przemysleniu mojej decyzji, aby nie zmienia¢ o Was zdania. Naprawde tak mysle!
(na podst. ,,Opowiesci matematycznych” M. Szurka)
Czy: a) w Albany po wspomnianym utraceniu obowigzuje kontrola urodzin?
b) po wspomnianym wyjasnieniu mam o Was takie samo zdanie jak na poczatku?
Czy logika matematyczna pomaga we w miar¢ bezbolesnym udzieleniu odpowiedzi na te pytania?
(Podp.: pomysl o zdaniach postaci ~~~ ... ~p).

Wigcej ciekawostek dot. konfrontacji homo sapiens z logika na www.math.uni.wroc.pl/~msliw/logiczne.html.
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Z9. (Wykorzystanie arytmetyki w dzietach kultury masowej, dedykuje prof. Mizi)
Czy prawdziwa jest koniunkcja zdan wystepujacych w przedziale [4:01; 4:04] filmiku
https://www.youtube.com/watch?v=m1M5Tc7el Co&list=RDMM&index=277? A lternatywa? A wykluczajaca?

Z10. (English works :)) Try to read this: (2b) v —(2b).

Hint: +2,718...

Czy jesli 2b uznaé za (do$¢ dziwne) oznaczenie zmiennej zdaniowej, powyzsze stynne zdanie stanie si¢ tautologia?

Z11. Co mozna powiedzie¢ o A i B, jesli: e) A\B=A i) AUBCA
= A\B=B
a) AnB=A f) K ANBCA
b) AuUB=A g A\B=AuB
) A\BcA
c) AuB=0 h)y A\B=AnB
. m) A\BcB
d AnB=0 i) AUB=ANB

Co by zmienito, gdyby$my zmienili
»< na inkluzje whasciwg?

Z12. Na odpowiednim (z wiasciwa liczba zbioréw) diagramie Venna zaznacz: £ ={p: pgX =peY}

A=X"UY, B=XNnYnZ C=Xn(YuZ), D=X'nYNnZ E=XNnY)u(XnZ), F={p:pgXAapeY apeZ},

G={peX:peXuY}, H={p:peX=peY}, 1=X'nY, J=(XUY), K=XAYAZ L=XA(YAZ).

Jx X

Z13. Znaszli ten zbior? [{x 37T + 24 ﬂ+4}u(—1000,234]Jme x3-77x2 +% > n+4}u(—1000,234]J

Z14. , Odpowiednie da¢ rzeczy — stowo” — opisz zbiory te bardzie skrotowo.
Problem chyba jest to maly — czasem sg to wszak przedziaty, H={xeR: x>0 A x<-1}
czasem elementdw malo — podac by je nalezato, | = {xeR: x<3 v x>-2}
czasem tez zbior catkiem znany, tylko zakamuflowany!

J={xeR: x>3 v x<-2}

A = {xeN: |x|>0} D = {xeZ: 4|x A 6|x} K = {xeZ: xeR\Q}

4 ={xeZ: 18x} E = {xeZ-: xe(-5, 0]} L ={xeZ-: x¢N}

B = {xeR: x-3<5} E = {xe(-4,2): x*>5} E=RN(Z\Q4)

C = {xeQ: x*eZ} F ={xeR: x*¢(-7, 3)} M=(QnZ)\N

C = {xeN: 5|x A 10|x} G = {xeR: x<0 A x>-1} N = ((-o0, 3) U (5, 7)) \ (3, 6)

N=(R+uU (-15,-13) U {-3,-2,-1, .., 9,10 "N O =((-17,-15) U {-3,-2,-1,.., 7,8} UR) N Z
Z15. Zapisz {x : xeA A (x¢B v xeC)}, uzywajac tylko dziatan na zbiorach, liter A, B, C i w razie potrzeby nawiasow.
Z16. Udowodnij tacznos¢ rdznicy sym., najlepiej na kilka sposobow!

Z17. Zapisz jak najprosciej zbior: X =A..B..A, Y=(R\Q)..R..(R\Q)..R.......R..(R\Q), gdzie trojkacikow jest 2022.

Z18. Rozwigz rownanie na zbiorach (czyli znajdz wszystkie zbiory X, dla ktorych jest spetnione):
a){1,2,3}uX={1,2,3,4}, b){1,2,3,43}nX={2,4}, c) XU {1,2,3}={1,2,4,8}, d) X ~.{1,2,3,4}={1, 3,5},
X) XNnA=A y) Xo.A=A 2)AA=X, o) XUA=B, B) XnA=B, y) X..A=B, 9J) A.-.(X..B)=C.


https://www.youtube.com/watch?v=m1M5Tc7eLCo&list=RDMM&index=27

Z19. Przeczytaj (ze zrozumieniem) artykuty www.matematyka.wroc.pl/ciekawieomatematyce/roznicasymetryczna i
http://www.matematyka.wroc.pl/ciekawieomatematyce/cozaroznica.

720. Sprawdz, czy iloczyn zbiorow jest rozdzielny wzgledem sumy. (W tym celu poréwnaj zbiory (AUB)NC i...)
721. Sprawdz, czy suma zbiordw jest rozdzielna wzgledem iloczynu. (W tym celu poréwnaj zbiory...)

Z22. 1 na pomyslunek pora — czy zachodzi taczno$¢ xora?
Z722’. Czy jest rozdzielnos¢ koniunkcji? (A pytam wzgledem alternatywy).
Uzyj mézgowych swych funkcji! A odwrotny schemat jest prawdziwy?
Z22”. Zeby byto catkiem klawo, sprobuj tez zapisa¢ prawo
rozdzielnosci wzgledem alternatywy wykluczajacej alternatywy.
Drugi wers jak najscislej rymuje, lecz czy prawo takie obowigzuje??!

Z23. Kolejna $wietna zabawa — logiczne odnajdz tu prawa!
afp=>a9)—>rl->[pP—->@Q-—>rn)] vPE-=>9->qg->-p) wmP->9DA-pl—>—q
B:lp—>DAr@—=>rl—>[p—>r] S [(p—>a)Apl—>q prlpAr=@—=>@v-p)l—=>(@—>r)

I jeszcze drobna taka subtelno$é: czy w ktoryms z zewngtrznych wnioskowan mozna odwrdci¢ kolejnosc?

Z24. Stworz tabelke prawdy dla rdwnowaznosci. Z czym Ci si¢ kojarzy? Czy umiesz zdefiniowac¢ rownowazno$¢ przy
pomocy wczesniej poznanych spojnikow?

Z25. Zgadnij, jakie stowo si¢ tu rozsypato: F I KA ANTYK W T ORY

Lecz i dalsze sg zadania:
Z26. Ktore tu prawdziwe zdania?

a) VxeQ- x>0 g) I3xeN JyeN xy=29 1) IxeQ VabeZ- x>ab
B) Ix<5 x<-1 €) VxyeR (x<y = 3zeQ x<z<y) «) Va,beZ+ 3ceN+ c<ab
y) Ix<-1 x<5 n) Ix,yeN VzeR x+z=yz A) JaeZ VkleN a<kl
d) VxeQ- VyeN xlyeQ 0) VxeZ- Jy,zeN xt+ty=z 1) YxeQ- Ja,beZ\{0} x =2/
Z27. Kwantyfikatorow z reguly przestawia¢ nie mozna, v) VxeN JyeR -y<x
czynno$¢ wigc ta zawsze niezwykle by¢ musi ostrozna!
W ktérych tu przyktadach po takiej zamianie §) vxeN JyeZ: xy20
tej samej prawdziwosci otrzyma si¢ zdanie? 0) VxeN JyeR.+ xy<l

n) VxeZ JyeN |x|<y
p) VxeN dyeZ x=-y
o) VxeR JyeR xy =0

Z28. A teraz zwrdce si¢ jeszcze ku Drogiej Klasie — gdzie w zdaniach wyzej wykrzyknik dostawi¢ da sig?
Proces mys$lowy bedzie pewnie wartki, ale rozpatrz zdania od poczatku kartki!

729. Uzupetnij zapisy, wpisujac si¢ w schemat:

{2, -1, Y2, 0, Yy, . 3 = = {k/2: keZ}
{5,6,7,..}= {a: IkeN a=k+5} =
= {a: IkeZ- a=6k} =
Z30. Mimo p6znej moze pory zapisz, prosze, prosciej zbiory: E= {XEN: —3JyeN (ylx A y>x)}
A ={xeQ: VyeN y>x} F={xeZ: 3lyeN y|x}
B ={xeR:3dyeQ xyzQ} G ={xeR: JyeZ x=5y}
C = {xeN: VyeZ: *yeQ} H={xeQ: vyzQ xyzQ}

D = {xeZ: 3yeR xy=1} $={xeZ:3lyeN x>y}
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Z31. qip formy to zdaniowe,

zadanie czai si¢ wigc nowe
(formy z jedna tylko zmienna), vx [p(x) v a()] — vx p(x)

nie czai si¢ lecz nadaremno: Ix [p(x) > q(x)] — 3x q(x)

0. Vx p(x) — 3Ix p(x)

1.

2.
jesli zastuzy¢ cheesz na kolacje 3. VX =p(x) > —3Ix p(xX)

4.

5.

- ustal, prawdziwe gdzie implikacje! Ix —p(X) > =X p(x)
[vx (p(x) > a(x)) A 3x p(x)] — 3x q(x)

Z32. A teraz takie cztery zdania ustaw, prosze, w kolejnosci wynikania: VX 3y o(xy) Ix Yy o(xy)
(¢ — to juz pewna norma — zdaniowa jaka$ forma). VX Yy o(XY) Ix Iy x,y)

Z33. A teraz takie cztery zdania ustaw, prosze, w kolejnosci wynikania: VX 3y o(xy) Jy VX o(xy)
(¢ — to juz pewna norma — zdaniowa jaka$ forma). VX Yy o(XY) Ix Iy @(x,y)

Z34. Chyba nie begdg zanadto bezczelny, jesli zapytam z usmiechem wiasciwym,
kwantyfikator (i ktory) rozdzielny wzgledem koniunkcji lub alternatywy?

Z35. 1 takie do rozwigzania — falszywe ktore sa zdania? Jest tu 0 zdan falszywych. Jest tu 5 zdan falszywych.
Jest tu 7 zdan falszywych. Sq tu 3 zdania falszywe. Jest tu 6 zdan fatszywych.
Sq tu 2 zdania falszywe. Sq tu 4 zdania falszywe. Jest tu 1 zdanie falszywe.

Jest tu 8 zdan falszywych. Jest tu 9 zdan falszywych. Jest tu 10 zdan fatszywych. Jest tu 11 zdan falszywych.

Z36. Problem jest jednak gleboki i pozrywaé mozna boki, gdy sie bez przygotowania do takiego wezmie zdania:
To zdanie jest fatszywe. !

Z37. 1 wré¢my do zadan rozwigzywalnych (cho¢ — mam nadziej¢ — niebanalnych)!
Ostatnio mi si¢ przysnito, ze domek zbuduje, az mito, gdzie$ na Ziemi Szczecinskiej, domek dla Pani Sliwinskiej.
(Zeby ciekawo$¢ Waszg ugasi¢ — nie mysle tutaj weale o Kasi!)*
By oswietli¢ salg balowa, instalacj¢ mam juz gotows: wokot sali, na tarasie, 100 wtacznikow da sig.
Uwagg zrobig tu szczerg — kazdy w pozycji jeden byé moze lub zero.
Instalacj¢ cata dawno podiaczylem, wszystkie wlaczniki w pozycji 1 ustawitem,
zda si¢ jednak, ze nadaremno — w sali bowiem wciaz jest ciemno!
Lecz jesli ktorykolwiek wiacznik teraz si¢ przestawi, Swiatto w sali si¢ pojawi!
Kazdym kolejnym przestawieniem stan §wiatla w sali zmienig
i nie ma przy tym znaczenia, pozycje ktorego wiacznika zmieniam.
(Dowolnie zatem pstryk, pstryk, pstryk i $wiatla ni ma, jest i znéw ni ma w mig!)
Obwad zatem prawie magiczny, realizuje pewien spojnik logiczny
(dziatajacy na stanach wiacznikdéw oczywiscie), wiec $§miato myslcie i piszcie,
jakaz to funkcja, Kochani — o to jesteScie whasnie pytani!

* Zadanie byto uktadane, gdy do klasy, ktora uczytem, uczeszczata niejaka Katarzyna... Sliwifiska! @

Z38. Uwaga: zadanie warto$ciowe (rowniez) dla Informatykéw! (Chodzi o tzw. kontrole parzystosci).

Zenek (zamiast jecha¢ na jakie$ obozy) ulozyt niedawno tabelke 100x100, wypetniajac jej pola poza ostatnim wierszem i
ostatnig kolumna zerami i jedynkami. Ostatnig kolumne poza ostatnim wierszem wypehit tak, zeby suma liczba w kazdym
wierszu byla parzysta, a ostatni wiersz poza ostatnim polem tak, zeby w kazdej kolumnie byta parzysta liczba jedynek.
Zadowolony z siebie Zenek zasnat, a wtedy czyhajacy na takg gratke ztosliwy gnom zanegowat jedng warto$¢ w jego
tabliczce...

Mimo to po przebudzeniu Zenek byt w stanie odtworzy¢ oryginalny uktad bitow (zer i jedynek). Jak to zrobit? (Zenek
zdecydowat nie uzywac czarow, tylko rozumu). Co to ma wspolnego z pewnym znanym nam spojnikiem logicznym?

A gdyby gnom zanegowal dwa bity? (Co Zenek bytby w stanie stwierdzi¢?)

A gdyby wiedziat tylko, ze gnom zanegowat maksymalnie dwa bity?

Z39. Uwaga: zadanie warto$ciowe (rowniez) dla Informatykow! (Jak dzigki znajomosci logiki matematycznej i moze
jeszcze czegos realizowaé pewne zadania (szybko i praktycznie bez zuzycia pamigci)).

Komputer wezytuje 9876556789 danych bedacych liczbami catkowitymi z przedziatu [1, 2%4], przy czym kazda warto$¢
poza jedna, ktora si¢ nie powtarza, wystepuje dwukrotnie. Jak, w ciggu kilku sekund(!), stwierdzi¢, ktora to liczba?

Z40*. Jas i Matgosia znéw pojmani przez straszng wiedzmg! Tym razem mogg ocali¢ zycie, jesli uda im si¢ wygrac
nastepujaca gre: na polach szachownicy 8x8 wiedzma potozy monety, kazda dowolnie — ortem lub reszka, nastgpnie
pokaze Jasiowi te szachownice i wskaze mu jedno pole. Jas moze obroci¢ dowolng z monet. Potem wiedzma zamknie



Jasia w komorce 1 wypusci oboje dzieci, jezeli Malgosia odgadnie (za jednym razem), ktore pole wiedzma wskazata
Jasiowi. Jakg strategie powinny przyja¢ dzieci? (Muszg ja ustali¢ przed zobaczeniem przez Jasia szachownicy!)
Istnieje taka, ktora gwarantuje im wolnos$¢, i to bez uzywania zadnych czaréw, naprawdg!

Podpowiedz: jak myslisz — czego Ja$ i Malgosia uczyli si¢ niedawno w III LO?

Z41**, Kolejnym nieoczekiwanym zastosowaniem alternatywy wykluczajgcej moze by¢ strategia w grze ,, nim”
(prawdopodobnie pochodzenia chinskiego, w Europie znana juz co najmniej w XV w.; nazwa pochodzi prawdopodobnie
ze staroangielskiego albo niemczyzny (por. tez bioracg si¢ z tego samego nazwe znanych cukierkdow do ssania z
witaminami), ale to juz nie tutaj...

Z42. Skad nieoczekiwany raczej efekt zastosowania pewnego (jakiego?) schematu rozumowania do witasnosci sera z
dziurami? Wigcej sera. => Wigcej dziur. A Wigcej dziur. => Mniegj sera. — czyli: Wigcej sera. => Mniej sera.

Z43. Nie do wszystkiego powinni$my stosowac¢ §ciste matematyczne zasady — co da zastosowanie prawa skreslen w
réownaniu: ZAPALKI + DZIECKO = POZAR ?

43’. A co implikuje reklama pewnego kosciota w USA: TRUTH + GOD = LIFE ?

Zet czterdziesci i cztery: Stabo jest tez (w jezyku, nie logice!) z przemiennoscig zdan potaczonych spdjnikiem ,,i” —
rozwaz np.: p: Wsiadl na motocykl. 1 Q: Odjechal. )

Z45. Zgadnij, jakie stowo si¢ tu rozsypato: CFENKIJU!
Z46. Narysuj wykres funkcji:
f 0 dziedzinie Z+ i wzorze f(x) = NWD(x, 4) (A gdyby jej dziedzing powigkszy¢ do N?);
g 0 dziedzinie Z i wzorze g(x) = —x (A gdyby jej dziedzing rozszerzy¢ do R?);
h o dziedzinie {-4, -3, -2, -1, 1, 3, 5, 7} i wzorze h(x) =¥« (A gdyby do dziedziny dorzucié jej jeszcze Yz, Y3 i Y4 ?
A liczby do nich przeciwne? A pozostate liczby calkowite poza zerem i ich odwrotnos$ci?)
Z47. Czy dana figura jest wykresem jakiej$ funkcji? Jesli tak, to jaka jest jej (tej funkcji) dziedzina? A zbidr jej wartosci?

(Oryginalny skan jest pod www.math.uni.wroc.pl/~msliw/funkcjeNiefunkcije.pdf).

2
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748. Funkcja, ktora spetnia warunek: Vy ((Ix y=f(x)) — (3!x y=f(x)), nazywa si¢ réznowartosciows. Ktore z powyzszych

funkcji sg ré6znowartosciowe?

48’. Umiesz zapisac t¢ definicje (funkcji réznowartosciowej) prosciej?

749. (oznaczenia funkcji jak w Z47) Znajdz: o{-2, -1}), ({0, 1}), {0, 1, 2}), A1, 2)), A1, 2]).
49°. Zapisz (symbolicznie), co oznacza zapis f(A) (gdzie f jest funkcja, a A — pewnym zbiorem (nie catkiem dowolnym —
bo jakim?)). Wskazowka: f(A) to zbidr... — czego?

Z50. Sprobuj symbolicznie zapisa¢ definicje funkcji state;.

Z51.x) Oto definicja funkcji w pewnym jezyku programowania. Jaka jest jej dziedzina, a jaki zbior wartosci?

Function f(x As Integer)

If x < -1 Then f =
End Function

-x Else If

(x > -1 And x < 5)

Or x

7 Then £

1 Else £
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y) Oto wykres opisujacy ruch jednostajny. Czym sa argumenty funkcji, ktora przedstawia, a czym warto$ci?
3

z) Dlaczego formy zdaniowe nazywa si¢ tez funkcjami? Jakie moga by¢ ich ; ’
argumenty, a jakie warto$ci? c2m)

Z52. Przyjrzyj si¢ wykresowi funkcji h z boczku. (Oryginalny skan jest pod Al
https://www.math.uni.wroc.pl/~msliw/cfankju.pdf). N /

a) Ustal dziedzing i zbior wartosci h. S S \,‘
b) Ktore warto$ci funkcja przyjmuje tylko raz, ktore dwa razy, ktore trzy, “
ktore cztery, a ktore jeszcze wigcej razy?

¢) Rozwigz rownanie h(x) = 0.

d) Ile liczb spetnia rownanie h(x) = -1 ? Podaj je z doktadnoscia do catosci.

e) llu argumentom h przypisuje warto$¢ 1? Podaj je z doktadnoscia do catosci.
f) Rozwiaz nier6wnos¢: h(x) < 0.

g) Znajdz zbiory: h({0, 1, 2}), h({1, 2, 3}), h({1,3,5,7}), h({1, 3,5, 7,8}), h({3, 7, 11}), h((-2, 11)), h((0, 11)),
h([0, 11)), h([0, 11]), h((0, 1]), h((0, 3)), h([3, 5]). h((3, 7)), h((3. 8)), h((5, 8)), h((5, 8]), h([7,3m)), h((7, 11)), ...

Z53. Czy kazda prosta w uktadzie wspotrzgdnych jest wykresem funkcji z X w Y? Jakie mogg by¢ ich (tych funkcji,
ktérych wykresem jest prosta) zbiory wartosci?

754. Zapisz algorytm/schemat postepowania/twierdzenie pozwalajace ustali¢, przez ktore ¢wiartki uktadu wspotrzednych
przebiega prosta o rOwnaniu y=ax+b.

755. Jakie rbwnanie ma prosta przechodzaca przez punkty (0, 0) i (7, -1)?

7.56. Jaki jest kat nachylenia do dodatniej potosi X prostej o rOwnaniu y = # ? W jakim punkcie przecina ona o$ X?

Z57. Zatdzmy, ze dziedzing danej funkcji jest najwickszy mozliwy zbior. Podaj go, naszkicuj wykres i ustal ZW funkgji.
x x+2 Vx x x2-3x x?-3
fi00 =% AW =22 £00 =5 A0 = [5 A0 =5 fi00 =52 £ =

Z58. Niech A=(7,1), B=(0,1), D=(4,3), P=(4, -1) (aoczywiscie O = (0, 0)). Znajdz (mozliwie sprytnie, tzn.
minimalizujgc rachunki) rownanie prostej: BO, PO, BA, BD, BP, DP, PA.
Dodatkowo mozesz po¢wiczy¢ na wszystkich pozostatych prostych wyznaczonych przez te punkty. (lle ich jest?)

x%+43
x2+3

Z59. Naszkicuj wykres y = |x].

Z60.0. Jakie rownanie ma prosta symetryczna do prostej y = ax wzgledem osi Y? A wzgledem osi X?
760.b. Jakie rownanie ma prosta symetryczna do prostej y = ax+b wzgledem osi Y? A wzgledem osi X?
Z61. Zaznacz w uktadzie wspotrzednych punkty, ktorych wspotrzedne spehniajg warunek:

y=-7

a) y<x, b) y=-2x+6, ) {y YEX ) xe[5-2 ¢ yelL2 f) g

>—-2x+6
Z61°. Zapisz uktad nieréwnosci przedstawiajacy:
a) polplaszczyzne zawierajaca (123, -44), ktorej krawedz nie jest pionowa ani pozioma;
b) pas zawierajacy (123, -44);
¢) inny niz w b) pas zawierajacy (123, -44), ktoérego przekroj z tamtym pasem jest pasem,;
d) kat prosty o wierzchotku w (3, 7);
e) jaki$ inny kat prosty o wierzchotku w (3, 7);
f) kat o wierzchotku w (3, 7), ktérego jedno ramig jest rownolegte do ktorejs osi uktadu wspoétrzednych, a drugie nie.


https://www.math.uni.wroc.pl/~msliw/cfankju.pdf

y=ax+b

762. Jak geometrycznie ustali¢, ile rozwigzan moze mie¢ uktad {y — a4 b,

(Wskazowka: jaki zbior punktow przedstawiaja oba rownania?)
Z63. Jaki zbior punktéw opisuje rownanie AX+By+C=07?
(Wsk. moze to zaleze¢ (podp.: a nawet zalezy!) od wspotczynnikow A, B i C).
Z64. Jakie sa wspotczynniki kierunkowe prostych: EF, ER, FR, jesli E = (-100, 44), F = (123, 44), R = (55, 212) ?
765. Jaki jest wyraz wolny we wzorze funkcji liniowej, ktorej wykres ma kat nachylenia 150° i przechodzi przez:
A=(0,-8)? B=(1,2)°?
Z66. Podaj b, przy ktorym odlegltos¢ prostych y =—x i y=—-Xx+ b wynosi ni mniej, ni wiecej, tylko 3.
Z67. Podaj c i d, przy ktorych proste y=-3x+c¢ i y=0,5x +d przecinajg si¢ w pkcie (-7, 8).
Z68. Znajdz pkt wspolny prostych (o rownaniach) y=3—-x i y=0,5x + 33.

769. lle rozwigzan ma dany uktadzik? (Uwaga: to zadanie do rozwiazania bez rozwiazywania (tych uktadéw)!)

(y=-2541
y=22 3 y =" 4 14p2
2]’ a,){y=x(4—\/§) 9" ¢
y=,x+3 3 y=1gx+14rr
\ V=%
. o L y<x-—3
?
Z70. Jakg figure przedstawia uktad z boczku dla jakich wartosci a i b7 {y > ax+b

< x - < ¥y —
y<x-—3 Q){y_x 3

Z71. Dla jakich warto$ci a i b dany uktad nie ma rozwigzan? A) {y S ax+b y <ax+b

Ax+By =D ,
Ax+By=D""

(Przypominam, ze wiemy juz, co moga przedstawia¢ takie rownania).

Z72. lle rozwigzan moze mie¢ uktad {

Z72’. A gdy oba rownania przedstawiaja proste (nalezy wiedziec¢, kiedy (tzn. dla jakich zaleznos$ci migdzy
wspotczynnikami) tak jest), to jak rozpoznac, ile majg one punktoéw wspolnych?

(Wsk.: mozna przeanalizowaé poszczegoélne przypadki, tak jak to robilismy, kiedy dane byty proste w postaci
kierunkowej, teraz dojdzie tylko jeden przypadek).

Z73. Prosta k ma wzor y = /3 x — 7. Podaj rownanie proste;:
o) rownolegtej do k przechodzacej przez (3, 14), v) prostopadtej do k przechodzacej przez (3, 14),
B) rownolegtej do k przechodzacej przez (6, -5), d) prostopadtej do k przechodzacej przez (0, -3).

Z74. Wykres funkcji liniowej f przechodzi przez (-3, 14). Jakie moze by¢ f(0), zeby byta to funkcja malejgca?
Z75. Rozwiaz metoda przeciwnych wspotczynnikow, najlepiej na dwa sposoby — raz rugujac zmienng X, a raz —y.

{3x —2y=7 {4x -2y =-17 {4x —2y=-18
)2x+5y=9 B) —2x+y=9 ) —2x+y=9

Z76. Do réwnania X — 3y =5 dopisz drugie, tak by powstaty uktad byt: a) sprzeczny, b) 0znaczony, c) nieoznaczony.

Z77. Przekonaj si¢, czy umiesz rozwigza¢ podane
uktady. (Nie musisz rozwiazywac, ale powinna$/-nienes 2) {—3x +5y =28 ) { —3x+5y=8

umie¢! W razie czego pomocg shuzy WolframAlpha, 4x —y = -2 S5x —10y = —16
gdzie wpisuje si¢ np. po prostu y 20
— Y — — 3y =44

20/21 x+3y=44, -x/17+y/123=7") 0 { 2ty =1 0 XY

- . . 4x —y = -2 — St =7
Jaka jest interpretacja geom. kazdego z nich? 17 123

. . . . 0 0y =-3 0 Oy=0

Sprawdz, jak zadziata dla nich metoda Cramera, i e) { X x+ Y y { ch—l_ %,}
zachwyé sie, jak wszystko(?!) fajnie wychodzi. RETRET ik RETRETT

Gwoli sprawdzenia: Wolfram umie tez wyznaczniki 0x + 0y =0 0x+0y=0
— wystarczy wpisaé np. ,,determinant (4,3),(2,1)”! f) {Ox +0y=0 fe) {



Z78%*. Jak oblicza si¢ wyznacznik 3x3, skoro wzory Cramera dziatajg dla dowolnej liczby roéwnan?

Z79. Co dzieje si¢ z wyznacznikami i co wychodzi ze wzoréw Cramera, jesli:

a) zamieni¢ kolejno$¢ rownan, b) zamieni¢ miejscami niewiadome,

¢) pomnozy¢ ktores rownanie przez pewna stata? (Czy ma znaczenie, czy stalg tg jest zero?).
Z80. Zatézmy, ze rownanie AX + By = C przedstawia prosta. Jakie moga by¢ A’, B’ i C’, Zzeby byta ona rownolegta do
:;1, g,| ? Jak wynika to z naszej wiedzy o uktadach rownan?
Z3* Co nalezy zmieni¢ w twierdzeniu Cramera, by obejmowato réwniez uktady, w ktérych jedno lub oba réwnania
sg stopnia 0?

A’x + B’y =C’? Jaka jest wtedy warto$¢

782 .1le rozwigzan ma rownanie [X|+1 = a(x—3) w zaleznosci od a? (Wskazowka: rozwaz wykresy funkcji z obu stron
réwnania. Jak wygladaja wykresy y = a(x—3) — co majg wspodlnego (dostownie)? (Wsk.: dla x=... zawsze wychodzi...!
— czyli jaki punkt na pewno nalezy do takiej prostej?))

—2tgx + y\/3 =73 —2x+yV3=7V3
tgx - V3+y=2 xV3+y=2

nadziej¢!), np. metodg wyznacznikow — a jaki jest zwigzek niewiadomej X z pierwszego uktadu z X z drugiego?)

Z83. Rozwigz uktad { . (Wskazowka: uktad { rozwigza¢ umiesz (mam

154— 154

X +yt=372 —-—=x+y =372
784. Tle rozwigzan ma uktad 3y 19 1 (Wsk.: uktad 19 3y 19 Tozwigza¢ umiesz (mam

nadzieje¢!), np. metodg wyznacznikoéw, a dzieki niej tatwo si¢ zorientowad, jaki znak ma y — co w zwigzku z tym

z niewiadoma Yy z pierwszego uktadu?)

z85. Zgadnij... IGIAC!

Uwaga: przypominam, ze umowili$my si¢ numerowac¢ wyrazy od 1 (czyli nie interesuje nas zadne ao)!

Z86. Zgadnij, jaki moze by¢ wzoér danego ciagu, jesli:

111 (hy) = (0,5,2,2,..) (Tutaj jak w).
(an) = (1’5’5’1"") (,)_<1 23 4 5 )
(bn) = (4, 16, 36, 64, ...) M) =\2'5'10°17" 26
1111 (jn) = (101, 1033, 105°, 107, ...)

(en) = <_ '4'6'8" " ) (ko) = (1,3,7, 15,31, ...)
(d):< lii ) (£)=(1,11,111,1111,...) (Podp.:

" "9’25"49 Liczby 9 razy wigksze to prawie potegi
(en) = (1; 0,5; 0,25; 0,125; ...) pewnej popularnej liczby).
f)=(1,-1,1,-1,...) (Mn)=1(0,0,0, ...) (Ku przestrodze

(ze wielokropek to tylko konwencja bazujaca
na powszechnos$ci pewnych domnieman):
podaj kilka[nascie?] poczatkowych wyrazow

(Tutaj wzor mozna zapisa¢ na dwa
troche rozne (ale rtownowazne)

sposoby). )
( )_ (l _2 3 4 ) C13gu O WzZ0rze
On) =L, -2, 9,4, ... (n-1)(n-2)(n-3)(n-4)(n-5)(n-6)(n —7)).

Z87. Oblicz sobie:

11 2023 4 )
a= ) k =) (=D =) &
k=—10 ey | n
99 44 n=2
13
b= 3 d = z 1
oo ~ g = Z 100n
n=3



102

h= Z (n — 99)(n — 100)(n — 101)

n=100
* 1 : . . 11 1 1 1
j= zn:l m— (Podp. (niby ghupia, ale...): Oblicz: 1 — 21373 3 ).

Z88. Podaj prosty wzor na ciggi zadane jako: S, = Z:zo 9-10% t,= Z:=1 27k, = r=0(2k + 1)

(W u wystarczy, jesli zgadniesz, co wychodzi — dowdd dla chetnych (im prostszy, tym lepszy!).)
Z89. Udowodnij (na rdézne sposoby?), iz (dla kazdego n (w domysle — sensownego — czyli jakiego?):
n+1_
1+4q+q*++q+=12

o (dla prawie dowolnego q; w razie trudnosci jako q wez 2, Y4 i np. 6).

Z90. Zdanie 0: Kazdy kot jest tego samego koloru co on sam.

Jesli zatozymy, ze kazde n kotow jest tego samego koloru (zalozenie indukcyjne), to:
jesli dowolnych n+1 kotéw ponumerujemy liczbami 0, 1, 2, ..., n, to na mocy zatozenia indukcyjnego koty 0, 1, 2, ..., n-1
sa tego samego koloru (czyli tego co kot 1), ale koty 1, 2, ..., n rdwniez (tez na mocy Z;), i rowniez tego koloru co kot 1,
zatem wszystkich tych n+1 kotoéw jest tego samego koloru, czyli z Z; wynika, ze kazde n+1 kotow jest tego samego
koloru.

Czyzby implikacja ta w potgczeniu ze zdaniem 0 dawata dzieki zasadzie indukcji matematycznej (ZIM) nieco chyba
zaskakujace twierdzenie, ze dla dowolnego n kazde n kotow (wiec w szczegolnosci wszystkie koty zyjace W naszej
galaktyce) jest tego samego koloru??

Z91. Nie daj si¢ oszukaé! (Pytanie-premia: kto jest autorem ponizszego oszustwa?)

OszusTwo  16. Dowiesé, ze dla dowolnej liczby naturalnej n zachodzi nieréwnosé
30n < 2"+ 110 (%)

Rozwigzanie:
Przeprowadzimy dowd6d indukeyjny.
1° Dla n=1 sprawdzamy bezposrednio 30 < 2+110=112.
2° Zatoézmy, ze 30n < 2" +110. Udowodnimy nieréwnosé
30(n+1) < 2" +110. Stosujac zalozenie indukeyjne otrzymujemy ciag nieréwnosci:

30(n+1)=30n+30 < 2"+ 110430 =2""" + 110+30 —2" < 2" 4110,

przy czym ostatnia nierdéwnosé zachodzi dla n = 5.
Zatem nierownosé (x) zostata udowodniona dla n > 5.
Pozostaje sprawdzic, ze
dla n =2 mamy 60 <4+ 110=114,
dla n=3 mamy 90 <8+110=118,
dla n=4 mamy 120 < 164110 =126.
Tym samym nieréwnosé () jest udowodniona dla wszystkich liczb naturalnych n.
W szezegolnosel wykazalismy, ze dla n =6 zachodzi nierownosé
180 < 174.
Gdzie tkwi bltad w powyzszym rozumowaniu?

Ad Z87 i inne: https://www.wolframalpha.com/input?i=sum+1%2Fn%5E2%2C+n%3D1+to+infinity.

0
11 z : . (1+k

Z92. Upros¢: a = annnz’ b= Z}lzo 2", ¢ = Sin (TT[), d= Z?lszo an — 239:2 Ay,

k=0


https://www.wolframalpha.com/input?i=sum+1%2Fn%5E2%2C+n%3D1+to+infinity

n
_ V11 11 _ 11
X = Yy=10zk + Xg=102k-1, Y = Zk 1; "t?

793. Zapisz bez wielokropka: U = 1+V2+\3+...+10, v =0,11..1 , w = 10+14+...+998.
—p

n
(v i w mozesz réwniez obliczyc¢!)



