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1. Udowodnij nierówno±¢ Bernoulliego: dla x ≥ 0 oraz dowolnego n ∈ N zachodzi

(1 + x)n ≥ 1 + nx.

2. Poka», »e dla x > 0 i dowolnego n ∈ N zachodzi

(1 + x)n > 1 +
n(n− 1)

2
x2.

3. Udowodnij, »e dla dowolnego n ∈ N zachodz¡ równo±ci

(a)

(
n

0

)
+

(
n

1

)
+ · · ·+

(
n

n

)
= 2n,

(b)
n∑

k=1
k-nieparzyste

(
n

k

)
=

n∑
k=0

k-parzyste

(
n

k

)
.

4. Oblicz granice (wsk.: wykorzystaj de�nicj¦ liczby e):

(a) lim
n→∞

(
1 +

1

n2

)n

, (b) lim
n→∞

(
1− 1

n

)n

.

5. Znajd¹ granice ci¡gów:
(a) an = n

√
2n + 3n, (b) an = n

√
2n + 3n + 5n.

6. Dla jakich liczb rzeczywistych α istnieje granica

lim
n→∞

3
√
n+ nα − 3

√
n.

Oblicz granic¦ dla tych α dla których istnieje.

7. Oblicz granic¦:

lim
n→∞

12 + 22 + 32 + · · ·+ n2

n3
.

8. Oblicz granice ci¡gów:

(a) an =
sin2 n

n
, (b) an = n

√
log n, (c) an =

1

n2
log

(
1 +

(−1)n

n

)
.

9. Udowodnij, »e je»eli an
n→∞−−−→ g to tak»e |an|

n→∞−−−→ |g|. Poka» te», »e powy»sze
twierdzenie nie dziaªa w drug¡ stron¦, to znaczy znajd¹ ci¡g {an} który nie jest zbie»ny,
chocia» {|an|} jest zbie»ny.

10. Udowodnij, »e je»eli |an|
n→∞−−−→ 0 to tak»e an

n→∞−−−→ 0.

11. Udowodnij, »e je»eli ci¡g {an} jest zbie»ny i an ≥ 0, to

lim
n→∞

an ≥ 0.

12. Udowodnij, »e je»eli ci¡gi {an} i {bn} speªniaj¡ an ≤ bn i s¡ zbie»ne, to

lim
n→∞

an ≤ lim
n→∞

bn.
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13. Poka», »e je»eli an
n→∞−−−→ 0 oraz ci¡g {bn} jest ograniczony, to

lim
n→∞

(an · bn) = 0.

14. Poka», »e je»eli an > 0 dla wszystkich n ∈ N, oraz an
n→∞−−−→ 0 to

lim
n→∞

1

an
= ∞

(granica niewªa±ciwa).

15. Niech an =

√
n2 + n

n
oraz ϵ =

1

100
. Znajd¹ n0 ∈ N takie, »e dla n ≥ n0 zachodzi

|an − 1| < ϵ.
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