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Kolokwium 2

16.12.16

Nazwisko i imi¦:

Zadanie 1. Znajd¹ granic¦

lim
x→∞

x1/x

Rozwi¡zanie: Zapisujemy

x1/x = e
log x
x ,

i liczymy granic¦, u»ywaj¡c de l'Hospitala:

lim
x→∞

log x

x
d l'H
= lim

x→∞

1
x

1
= 0.

Z ci¡gªo±ci ex mamy

lim
x→∞

x1/x = elimx→∞
log x
x = e0 = 1.
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Zadanie 2. Dobierz parametr α tak, aby krzywa

y = x3 + αx2 + 1

miaªa punkt przegi¦cia w x = 1.

Rozwi¡zanie: Liczymy 2 pochodn¡

(x3 + αx2 + 1)′′ = (3x2 + 2αx)′ = 6x+ 2α.

Je»eli ta funkcja ma zmienia¢ znak przy x = 1, to musi by¢ α = −3. W tym przypadku
krzywa jest wkl¦sªa dla x < 1 i wypukªa dla x > 1.
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Zadanie 3. Oblicz przybli»on¡ warto±¢ 7
√
126 korzystaj¡c trzech pocz¡tkowych wyrazów

(zerowego, pierwszego i drugiego) odpowiednio dobranego szeregu Taylora. Oszacuj bª¡d
przybli»enia na podstawie wzoru Taylora.

Rozwi¡zanie: Niech f(x) = 7
√
x. Ze wzoru Taylora mamy:

f(126) = f(128− 2) ≃ f(128) +
f ′(128) · (−2)

1!
+

f ′′(128) · (−2)2

2!
.

B¦d¡ nam potrzebne 3 pochodne:

f ′(x) =
1

7
x− 6

7 , f ′(128) =
1

7 · 26
,

f ′′(x) = − 6

49
x− 13

7 , f ′′(128) = − 3

49 · 212
,

f ′′′(x) =
6 · 13
343

x− 20
7 .

Wstawiaj¡c do wzoru, otrzymujemy

f(126) ≃ 2− 1

7 · 25
− 3

49 · 211
=

200253

100352
.

Szacujemy bª¡d:

|R| =
∣∣∣∣f ′′′(128− θ · 2) · (−2)3

3!

∣∣∣∣ = 104

343
(128−θ·2)−

20
7 ≤ 104

343
(125)−

8
3 =

104

343 · 58
=

104

133984375
.

Ostatnie oszacowanie jest przykªadowe.
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Zadanie 4. Oblicz pochodn¡ funkcji

f(x) = arcsin
√
x3.

Rozwi¡zanie: Korzystamy z reguªy ªa«cuchowej:

f ′(x) =
1√

1− (
√
x3)2

· 1

2
√
x3

· 3x2 =
3

2
·

√
x√

1− x3
.
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Zadanie 5. Oblicz caªk¦: ∫
x log(x2 + 1) dx.

Rozwi¡zanie: Caªkujemy przez podstawienie:∫
x log(x2+1) dx =

{
t = x2 + 1

dt = 2xdx

}
=

1

2

∫
log t dt =

1

2
t log t−1

2
t+C =

(x2 + 1)

2
(log(x2+1)−1)+C.

Ostatni¡ caªk¦
∫
log t liczymy przez cz¦±ci, robili±my to na wykªadzie.
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Zadanie 6. Oblicz caªk¦: ∫ √
x log x dx.

Rozwi¡zanie: Caªkujemy przez cz¦±ci:∫ √
x log x dx =

∫ (
x

3
2

3
2

)′

log x dx

=
2

3
x3/2 log x− 2

3

∫
x3/2 1

x
dx

=
2

3
x3/2 log x− 2

3

∫
x1/2 dx

=
2

3
x3/2 log x− 4

9
x3/2 + C.
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Zadanie 7. Oblicz caªk¦: ∫
x3 dx√
(1− x2)3

.

Rozwi¡zanie: Caªkujemy przez podstawienie:∫
x3 dx√
(1− x2)3

=

{
t = 1− x2

dt = −2xdx

}
= − 1

2

∫
1− t

t3/2
dt

= − 1

2

∫
(t−3/2 − t−1/2) dt

= − 1

2

( t−1/2

−1/2
− t1/2

1/2

)
+ C

=
1

2

( 2√
t
+ 2

√
t
)
+ C

=
1√

1− x2
+
√
1− x2 + C.


