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Egzamin koiicowy 2 termin
20.02.17

Nazwisko i imie:

Zadanie 1. Znajd7z granice:

. 1 1
Him (2(1 — /7 30— \75))'

Rozwiazanie: Niech ¢t = {z. Zauwazmy, ze © — 17 < t — 17, (Poniewaz dziedzing
funkcji sa liczby nieujemne, to granica jest granica prawostronna.) Mamy wiec:
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Zadanie 2. Oblicz catke niewlasciwa, lub pokaz, ze nie istnieje:

us

3
/ cot x dx (cot z = cotangens x).
0

Rozwigzanie: Niewlasciwos¢ calki dotyczy lewego konica przedziatu [0, 7]. Wezmy wiec

3 2 cosx
/ cotz dx :/ - dx
. . sinx
B t=sinz
| dt = coszdx

_/1 dt
B sin e 13

1

e >0,

=logt

sine

= (0 — logsine.

Gdy € — 0" mamy sine — 0" i logsine — —o0, wiec calka jest rozbiezna.
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Zadanie 3. Oblicz granice (mozesz uzy¢ calki Riemanna):

I ( D4 " + - + - TR . )
im (— :
nsoo \2n2  n2+ (n+1)2 n2+n+2)?2 n?+4(n+ 3)?2 50n2

Rozwigzanie: Przeksztalcamy sume troche:
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n n n n n n
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SRS

k=0
Widzimy, ze jest to suma Riemanna dla funkcji f(z) = m,
P={0<l<2<...<%1 <6} (Jeden skrajny wyraz mozna odrzucié, gdyz dazy do
0 gdy n — o0.) W takim razie

li ( “ + n + “ + “ + + - )
lm — DEEIY f—
nsoo \2n2  n2+ (n+1)2  n?+(n+2)2 n?4 (n+ 3)2 50n2

_/6 dx
CJo 1+ (1 4a)?

_/7 dz
N 1 1+.Z'2

7

przedziatu [0, 6] i podziatu

= arctanx
1

T
—arctan7 — —.
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Zadanie 4. Zbadaj zbieznos¢ jednostajna ciagu funkcyjnego na podanym zbiorze:

fn(z) = nsin (2_x)’ [—m, 7).

n
Rozwigzanie: Wiem, ze

(1)

a wiec

sin x

— 1 gdy z—0,

./ 2x sin 22

nsm(—)z s 2r — 1,
n 2z

n

bo 27”” — 0 gdy n — oo dla ustalonego z. Mamy wiec zbieznos$é¢ punktowa f,(r) — 2z. Z
(1) mamy

siny

(2) Ve>03d>0|y <o =

— 1‘ < €.
Majac dane € > 0 wezmy d > 0 dane przez (2) dla € = 5=, oraz ny € N takie, ze 721—7(: < 9.
Wtedy, dla n > ng i dowolnego x € [—m, 7] mamy:

2x 2 sin 22 €
‘—§—<5:> - — 1| < — =
n No = 2m
. 2z sin 2z
= ‘n81n——2x’:|2x|‘ S —1‘<(—:.
n =

no jest dobrane nezaleznie od x € [—m, 7|, wiec zbieznosé jest jednostajna.
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Zadanie 5. Udowodnij ostra nier6wnoscé:
4 1
212 < / x= dr.
2
Rozwigzanie:Zauwazmy, ze T przyjmuje ta sama wartos¢ v/2 na obu koncach przedzialu

2, 4]: 28 =41 = /2. Zbadajmy pochodna:
1 1 1 1
(a:%> = <e%1°g“”> = e%bg””( — —logz + —2> = x%_2(1 —log z).
x x

Widzimy, ze pochodna jest > 0 na [2,e) i < 0 na (e, 4], czyli w e funkcja ma $ciste
maksimum. Jest wiec $cile wieksza od v/2 na przedziale 2,4], z wyjatkiem koricow, gdzie
jest rownos¢é. Mamy wiec

4 4
/ xalvda:E/ V2dr = 2V/2.
2 2

Wiemy, ze jezeli funkcja jest ciagla i jest Scisle dodatnia (tak jak T — \/5) na przedziale,
poza, by¢ moze, konicami, gdzie jest rowna 0, to jej catka jest Scisle dodatnia. Nieréwnosé
jest wiec Scista.
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Zadanie 6. Oblicz catke oznaczona:

5
/ |2® — 5z — 6| dz.
0

Rozwigzanie: Mamy 22 — 52 — 6 = (z — 6)(z + 1), wiec to wyrazZenie jest ujemne na
przedziale (—1,6), wiec

5 5
/|x2—5x—6|dx:—/(x2—5x—6)dx
0 0

3 52 6 5
=g g+,
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Zadanie 7. Oblicz catke nieoznaczona:

/ VT
Vo — x
Rozwigzanie: Podstawiamy:

/ Ve dr = L=
Vr—r dt = g de = 6t°dt =da

135 dt
:6/153—753
16 dt

=6
=
B s=t—1
| ds=dt

/(s—i—l)ﬁds
_g [T )98
s
6/36+655+1534+2053+1532+63+1d
= s
s

1
:6/(S5+654+1553+2032+155+6+—)ds
S

36 45
=5+ ="+ s +405° +455° +36 5+ Glogls| + C

:(%+1)6+§(\%+1)5+42—5({‘/5+1)4+40(%+1)3+
+45 (Y +1)*+36 (Vr + 1) + 6log(v/z + 1) + C.



