
Pierwsza litera nazwiska 1&%
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Egzamin ko«cowy 2 termin

20.02.17

Nazwisko i imi¦:

Zadanie 1. Znajd¹ granic¦:

lim
x→1

( 1

2(1−
√
x)

− 1

3(1− 3
√
x)

)
.

Rozwi¡zanie: Niech t = 6
√
x. Zauwa»my, »e x → 1+ ⇔ t → 1+. (Poniewa» dziedzin¡

funkcji s¡ liczby nieujemne, to granica jest granic¡ prawostronn¡.) Mamy wi¦c:

lim
x→1

( 1

2(1−
√
x)

− 1

3(1− 3
√
x)

)
= lim

t→1+

( 1

2(1− t3)
− 1

3(1− t2)

)
= lim

t→1+

( 1

2(1− t)(1 + t+ t2)
− 1

3(1− t)(1 + t)

)
=

1

6
lim
t→1+

3(1 + t)− 2(1 + t+ t2)

(1− t)(1 + t+ t2)(1 + t)

=
1

6
lim
t→1+

(1− t)(1 + 2t)

(1− t)(1 + t+ t2)(1 + t)

=
1

6
lim
t→1+

1 + 2t

(1 + t+ t2)(1 + t)

=
1

6

3

3 · 2
=

1

12
.
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Nazwisko i imi¦:

Zadanie 2. Oblicz caªk¦ niewªa±ciw¡, lub poka», »e nie istnieje:∫ π
2

0

cotx dx (cotx = cotangens x).

Rozwi¡zanie: Niewªa±ciwo±¢ caªki dotyczy lewego ko«ca przedziaªu [0, π
2
]. We¹my wi¦c

ϵ > 0, ∫ π
2

ϵ

cotx dx =

∫ π
2

ϵ

cos x

sin x
dx

=

{
t = sin x

dt = cos x dx

}
=

∫ 1

sin ϵ

dt

t

= log t
∣∣∣1
sin ϵ

= 0− log sin ϵ.

Gdy ϵ → 0+ mamy sin ϵ → 0+ i log sin ϵ → −∞, wi¦c caªka jest rozbie»na.
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Nazwisko i imi¦:

Zadanie 3. Oblicz granic¦ (mo»esz u»y¢ caªki Riemanna):

lim
n→∞

( n

2n2
+

n

n2 + (n+ 1)2
+

n

n2 + (n+ 2)2
+

n

n2 + (n+ 3)2
+ · · ·+ n

50n2

)
.

Rozwi¡zanie: Przeksztaªcamy sum¦ troch¦:

n

2n2
+

n

n2 + (n+ 1)2
+

n

n2 + (n+ 2)2
+

n

n2 + (n+ 3)2
+ · · ·+ n

50n2
=

6n∑
k=0

n

n2 + (n+ k)2

=
1

n

6n∑
k=0

n2

n2 + (n+ k)2

=
1

n

6n∑
k=0

1

1 + (1 + k
n
)2
.

Widzimy, »e jest to suma Riemanna dla funkcji f(x) = 1
1+(1+x)2

, przedziaªu [0, 6] i podziaªu

P = {0 < 1
n
< 2

n
< · · · < 6n−1

n
< 6}. (Jeden skrajny wyraz mo»na odrzuci¢, gdy» d¡»y do

0 gdy n → ∞.) W takim razie

lim
n→∞

( n

2n2
+

n

n2 + (n+ 1)2
+

n

n2 + (n+ 2)2
+

n

n2 + (n+ 3)2
+ · · ·+ n

50n2

)
=

=

∫ 6

0

dx

1 + (1 + x)2

=

∫ 7

1

dx

1 + x2

= arctan x
∣∣∣7
1

= arctan 7− π

4
.
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Nazwisko i imi¦:

Zadanie 4. Zbadaj zbie»no±¢ jednostajn¡ ci¡gu funkcyjnego na podanym zbiorze:

fn(x) = n sin
(2x

n

)
, [−π, π].

Rozwi¡zanie: Wiem, »e

(1)
sin x

x
→ 1 gdy x → 0,

a wi¦c

n sin
(2x
n

)
=

sin 2x
n

2x
n

· 2x → 1,

bo 2x
n
→ 0 gdy n → ∞ dla ustalonego x. Mamy wi¦c zbie»no±¢ punktow¡ fn(x) → 2x. Z

(1) mamy

(2) ∀ ϵ > 0 ∃ δ > 0 |y| < δ ⇒
∣∣∣sin y

y
− 1

∣∣∣ < ϵ.

Maj¡c dane ϵ > 0 we¹my δ > 0 dane przez (2) dla ϵ′ = ϵ
2π
, oraz n0 ∈ N takie, »e 2π

n0
< δ.

Wtedy, dla n ≥ n0 i dowolnego x ∈ [−π, π] mamy:∣∣∣2x
n

∣∣∣ ≤ 2π

n0

< δ ⇒
∣∣∣∣sin 2x

n
2x
n

− 1

∣∣∣∣ < ϵ

2π
⇒

⇒
∣∣∣n sin

2x

n
− 2x

∣∣∣ = |2x|
∣∣∣sin 2x

n
2x
n

− 1
∣∣∣ < ϵ.

n0 jest dobrane nezale»nie od x ∈ [−π, π], wi¦c zbie»no±¢ jest jednostajna.
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Nazwisko i imi¦:

Zadanie 5. Udowodnij ostr¡ nierówno±¢:

2
√
2 <

∫ 4

2

x
1
x dx.

Rozwi¡zanie:Zauwa»my, »e x
1
x przyjmuje t¡ sam¡ warto±¢

√
2 na obu ko«cach przedziaªu

[2, 4]: 2
1
2 = 4

1
4 =

√
2. Zbadajmy pochodn¡:(

x
1
x

)′
=

(
e

1
x
log x

)′
= e

1
x
log x

(
− 1

x2
log x+

1

x2

)
= x

1
x
−2(1− log x).

Widzimy, »e pochodna jest > 0 na [2, e) i < 0 na (e, 4], czyli w e funkcja ma ±cisªe
maksimum. Jest wi¦c ±ci±le wi¦ksza od

√
2 na przedziale [2, 4], z wyj¡tkiem ko«ców, gdzie

jest równo±¢. Mamy wi¦c ∫ 4

2

x
1
x dx ≥

∫ 4

2

√
2 dx = 2

√
2.

Wiemy, »e je»eli funkcja jest ci¡gªa i jest ±ci±le dodatnia (tak jak x
1
x −

√
2) na przedziale,

poza, by¢ mo»e, ko«cami, gdzie jest równa 0, to jej caªka jest ±ci±le dodatnia. Nierówno±¢
jest wi¦c ±cisªa.
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Nazwisko i imi¦:

Zadanie 6. Oblicz caªk¦ oznaczon¡:∫ 5

0

|x2 − 5x− 6| dx.

Rozwi¡zanie: Mamy x2 − 5x − 6 = (x − 6)(x + 1), wi¦c to wyra»enie jest ujemne na
przedziale (−1, 6), wi¦c∫ 5

0

|x2 − 5x− 6| dx = −
∫ 5

0

(x2 − 5x− 6) dx

= −x3

3
+

5x2

2
+ 6x

∣∣∣5
0

= −125

3
+

125

2
+ 30

=
−125 · 2 + 125 · 3 + 180

6

=
305

6
.
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Nazwisko i imi¦:

Zadanie 7. Oblicz caªk¦ nieoznaczon¡:∫ √
x√

x− 3
√
x
dx.

Rozwi¡zanie: Podstawiamy:∫ √
x√

x− 3
√
x
dx =

{
t = 6

√
x

dt = 1
6

1
( 6
√
x)5

dx ⇒ 6t5 dt = dx

}

= 6

∫
t3t5 dt

t3 − t3

= 6

∫
t6 dt

t− 1

=

{
s = t− 1

ds = dt

}
= 6

∫
(s+ 1)6 ds

s

= 6

∫
s6 + 6s5 + 15s4 + 20s3 + 15s2 + 6s+ 1

s
ds

= 6

∫
(s5 + 6s4 + 15s3 + 20s2 + 15s+ 6 +

1

s
) ds

= s6 +
36

5
s5 +

45

2
s4 + 40 s3 + 45 s2 + 36 s+ 6 log |s|+ C

= ( 6
√
x+ 1)6 +

36

5
( 6
√
x+ 1)5 +

45

2
( 6
√
x+ 1)4 + 40 ( 6

√
x+ 1)3+

+ 45 ( 6
√
x+ 1)2 + 36 ( 6

√
x+ 1) + 6 log( 6

√
x+ 1) + C.


