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(1) Oblicz caªki podwójne:

(a)

∫∫
D

dxdy

(x+ y + 1)3
, D = [0, 2]× [0, 1],

(b)

∫∫
D

x sinxy dxdy, D = [0, 1]× [π, 2π],

(c)

∫∫
D

min{x, y} dxdy, D = [0, 1]× [0, 2],

(d)

∫∫
D

[x+ y] dxdy, D = [0, 2]× [0, 2],

(e)

∫∫
D

|x− y| dxdy, D = {x ≥ 0, 0 ≤ y ≤ 3− 2x}.

(f)

∫∫
D

(xy4 + y2) dxdy, D = [−1, 1]× [0, 1].

(g)

∫∫
D

(y cos x+ 2) dxdy, D = [0, π/2]× [0, 1].

(h)

∫∫
D

(xyex+y) dxdy, D = [0, 1]× [0, 1].

(i)

∫∫
D

(−x log y) dxdy, D = [−1, 0]× [1, 2].

(j)

∫∫
D

(x2y2 + x) dxdy, D = [0, 2]× [−1, 0].

(k)

∫∫
D

(
− xex sin

πy

2

)
dxdy, D = [0, 2]× [−1, 0].

(l)

∫∫
D

x3y dxdy, D � obszar ograniczony osi¡ OY i parabol¡ x = −4y2 + 3.

(m)

∫∫
D

(1 + xy) dxdy, D = {y ≥ 0, 1 ≤ x2 + y2 ≤ 2}.

(n)

∫∫
D

y dxdy, D = {0 ≤ 2x/π ≤ y, y ≤ sin x}.

(2) Oblicz obj¦to±¢ bryªy ograniczonej przez powierzchnie:

(a) x = 1, x = 2, y = 0, y = 1, z = 0, z = 1 + 2x+ 3y,

(b) x = −1, x = 1, y = −3, y = −2, z = 0, z = x4 + y2,
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(c) y = 0, z = 0, x = 0, y − x+ z = 1,

(d) y = x, y = 2x, x = 1, z = x2 + y2, x = x2 + 2y2,

(e) x2 + y2 + z2 = r2, x2 + y2 = r(r − 2z),

(f) (x2 + y2 + z2)2 = a3x,

(g) z = x2 + y2, z = 10.

(3) Niech funkcja f b¦dzie caªkowalna na prostok¡cie P ∈ R2. Poka», »e wtedy tak»e
funkcja |f | jest caªkowalna na P , oraz∣∣∣∣∫∫

P

f(x, y) dxdy

∣∣∣∣ ≤ ∫∫
P

|f(x, y)| dxdy.

(4) Poka», »e je»eli funkcja f jest caªkowalna na prostok¡cie P ∈ R2, a funkcja g :
R → R jest ci¡gªa, to funkcja g ◦ f te» jest caªkowalna na P . W szczególno±ci,
je»eli f jest caªkowalna, to f 2 te» jest caªkowalna.

(5) Zaªó»my, »e f jest ci¡gªa na P = [a, b]× [c, d]. Dla (x, y) ∈ P okre±lamy:

F (x, y) =

∫ x

a

∫ y

c

f(u, v) dvdu.

Poka», »e
∂2F (x, y)

∂x∂y
=

∂2F (x, y)

∂y∂x
= f(x, y).

Korzystaj¡c z tego podaj niezale»ny od tego z wykªadu dowód na to, »e pochodne
mieszane rz¦du 2 funkcji klasy C(2) s¡ równe.

(6) Funkcj¦ f : [0, 1]× [0, 1] → R okre±lamy nast¦puj¡cym wzorem:

f(x, y) =

{
1 : x jest wymierna

2y : x jest niewymierna.

Poka», »e caªka iterowana∫ 1

0

(∫ 1

0

f(x, y) dy
)
dx

istnieje, ale funkcja f nie jest caªkowalna.
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