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4.12.15

Nazwisko i imi¦:

Zadanie 1. Zbadaj zbie»no±¢ szeregu

∞∑
n=1

1√
n3 − 2n+ 3

.

Rozwi¡zanie: Skorzystamy z kryterium porównawczego. Chcemy pokaza¢, »e szereg jest
zbie»ny (bo 3/2 > 1), wi¦c szacujemy od góry:

1√
n3 − 2n+ 3

≤ 1√
n3 − 2n

≤ 1√
n3 − n3

2

=
1√
n3

2

=

√
2

n3/2
.

Ostatnia nierówno±¢ powy»ej zachodzi dla n3

2
≥ 2n czyli n2 ≥ 4, czyli n ≥ 2. Poniewa»

szereg
∑

1
n3/2 jest zbie»ny, to nasz szereg te».
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Zadanie 2. Dobierz parametry a, b tak, aby podana funkcja byªa ci¡gªa.

f(x) =


x2 : x ≤ −1

ax+ b : −1 < x ≤ 2

−x2 + 6 : 2 < x.

Rozwi¡zanie: Poza punktami sklejenia funkcja jest wielomianem, a wi¦c jest ci¡gªa.
Pozostaje problem ci¡gªo±ci w punktach sklejenia, czyli w −1 i 2.
x = −1 :

lim
x→−1−

f(x) = lim
x→−1−

x2 = 1, lim
x→−1+

f(x) = lim
x→−1+

ax+ b = −a+ b.

Otrzymujemy równanie −a+ b = 1.
x = 2 :

lim
x→2−

f(x) = lim
x→2−

ax+ b = 2a+ b, lim
x→2+

f(x) = lim
x→2+

−x2 + 6 = −4 + 6 = 2.

Otrzymujemy drugie równanie 2a+ b = 2. Rozwi¡zaniem tych równa« jest a = 1
3
, b = 4

3
.
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Zadanie 3. Oblicz pochodn¡ podanej funkcji, i wyznacz zbiór na którym pochodna ist-
nieje:

f(x) =
1√

6−
√
x2 + 1

.

Rozwi¡zanie: Dziedzin¡ tej funkcji s¡ te x ∈ R, dla których
√
x2 + 1 < 6 ⇔ x2 + 1 <

36 ⇔ |x| <
√
35. Na caªym tym zbiorze istnieje pochodna, gdy» f jest funkcj¡ zªo»on¡

y =
√
x2 + 1, z = (6− y)−

1
2 , i obie funkcje skªadowe s¡ ró»niczkowalne.

f ′(x) = −1

2

(
6−

√
x2 + 1

)− 3
2
(−1)

1

2
(x2 + 1)−

1
2 2x =

x

2
(√

6−
√
x2 + 1

)3√
x2 + 1

.
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Zadanie 4. Znajd¹ najmniejsz¡ i najwi¦ksz¡ warto±¢ podanej funkcji na podanym prze-
dziale

f(x) = |x2 − 1|+ x, [−2, 1].

Rozwi¡zanie: Ko«ce przedziaªu to −2, 1 : f(−2) = 3 − 2 = 1, f(1) = 1. Punkty

nieró»niczkowalno±ci to x = ±1, f(−1) = −1. Sprawd¹my punkty krytyczne. Dla
x ∈ [−1, 1] f(x) = 1− x2 + x ⇒ f ′(x) = −2x+ 1 ⇒ f ′(x) = 0 ⇔ x = 1

2
. 1

2
jest punktem

krytycznym, f(1
2
) = 3

4
+ 1

2
= 5

4
. Dla x ∈ [−2,−1] f(x) = x2 − 1 + x ⇒ f ′(x) = 2x+ 1 ⇒

f ′(x) = 0 ⇔ x = −1
2
, poza zakresem. f ma wi¦c tylko 1 punkt krytyczny. Porównuj¡c

warto±ci w −2,−1,−1
2
, 1 widzimy, »e warto±¢ najmniejsza to −1 a najwi¦ksza to 5

4
.
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Zadanie 5. Ustal, dla jakich p > 0 funkcja |x|p jest ró»niczkowalna w 0. Oblicz pochodn¡
tej funkcji (w dowolnym punkcie) dla takich p.

Rozwi¡zanie: Dla x > 0 mamy

f(x) = xp =⇒ f ′(x) = p xp−1 = p |x|p−1.

Dla x < 0 mamy

f(x) = (−x)p =⇒ f ′(x) = p (−x)p−1 · (−1) = −p |x|p−1.

Dla x ̸= 0 funkcja jest wi¦c ró»niczkowalna niezale»nie od p > 0. Policzmy granice
jednostronne ilorazu ró»nicowego w 0.

lim
h→0−

(0− h)p − 0p

h
= lim

h→0−

(−h)p

h
= − lim

h→0−
(−h)p−1,

lim
h→0+

(0 + h)p − 0p

h
= lim

h→0+

hp

h
= lim

h→0+
hp−1.

Je»eli 0 < p < 1 to obie te granice s¡ niewªa±ciwe ±∞, dla p = 1 pierwsza granica to
−1 a druga 1. Dla 0 < p ≤ 1 |x|p nie jest wi¦c ró»niczkowalna w 0. Z drugiej strony,
je»eli p > 1 to obie granice jednostronne s¡ równe 0, wi¦c |x|p jest ró»niczkowalna w 0 i
pochodna jest 0. Podsumujmy, dla p > 1(

|x|p
)′

=

{
p |x|p−1 : x ≥ 0

−p |x|p−1 : x ≤ 0.
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Zadanie 6. Korzystaj¡c trzech pocz¡tkowych wyrazów (zerowego, pierwszego i drugiego)
odpowiednio dobranego szeregu Taylora oblicz przybli»on¡ warto±¢ 3

√
126. Oszacuj bª¡d

przybli»enia na podstawie wzoru Taylora.

Rozwi¡zanie: Zauwa»my, »e 126 = 125 + 1 i 3
√
125 = 5. Rozwa»amy wi¦c rozwini¦cie

Taylora funkcji f(x) = 3
√
x wokóª punktu a = 125. Wzór Taylora zawieraj¡cy 3 pierwsze

wyrazy wygl¡da nast¦puj¡co:

f(126) = f(125) +
f ′(125)

1!
· 11 + f ′′(125)

2!
· 12 + f ′(125 + θ)

3!
· 13,

f(x) = 3
√
x, f ′(x) =

1

3
x− 2

3 , f ′′(x) = −2

9
x− 5

3 , f ′′′(x) =
10

27
x− 8

3 ,

f(125) = 5, f ′(125) =
1

3

1

25
, f ′′(125) = − 2

9

1

55
,

3
√
126 ≈ 5 +

1

75
− 2

9 · 2 · 25 · 125
=

9 · 56

9 · 55
+

3 · 53

9 · 55
− 1

9 · 55

=
9 · 56 + 3 · 53 − 1

9 · 55
=

140999

28125
.

Bª¡d:

|R| = 10

6 · 27
(125 + θ)−

8
3 ≤ 10

6 · 27 · 125 8
3

=
1

81 · 57
=

1

6328125
.
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Zadanie 7. Znajd¹ promie« zbie»no±ci szeregu pot¦gowego

∞∑
n=1

4n+3x3n+2

n2 62n
.

Rozwi¡zanie:Badamy zbie»no±¢ z kryterium d'Alemberta. Ustalmy x ̸= 0.∣∣∣∣∣∣∣∣∣
4n+1+3 x3(n+1)+2

(n+ 1)2 62(n+1)

4n+3 x3n+2

n2 62n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = |x|3 4n2

36 (n+ 1)2
n→∞−→ |x|3 4

36
= |x|31

9
.

Je»eli |x| < 3
√
9 to szereg jest zbie»ny, a je»eli |x| > 3

√
9 to rozbie»ny. Wynika z tego, »e

R = 3
√
9.


