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Kolokwium 2
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Nazwisko i imie:

Zadanie 1. Zbadaj zbiezno$¢ szeregu

Z\/Tm

Rozwigzanie: Skorzystamy z kryterium poréwnawczego. Chcemy pokazad, ze szereg jest
zbiezny (bo 3/2 > 1), wiec szacujemy od gory:
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Ostatnia nieré6wnos$¢ powyzej zachodzi dla % > 2n czyli n? > 4, czyli n > 2. Poniewaz

szereg » # jest zbiezny, to nasz szereg tez.
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Zadanie 2. Dobierz parametry a, b tak, aby podana funkcja byla ciggta.

x? < —1
flz)=2 axr+b : —-1<zx<2
—224+6 : 2<ux.

Rozwigzanie: Poza punktami sklejenia funkcja jest wielomianem, a wiec jest ciagta.
Pozostaje problem ciggtosci w punktach sklejenia, czyli w —1 i 2.
r=—1:
li = i = li = i b= —a+b.
Jm S = o=t D Je)= i ardkb=ad
Otrzymujemy réwnanie —a + b = 1.
T =2:
lim f(x) = lim ax + b= 2a + b, lim f(z) = lim —2*+6=—4+6=2.

T2~ T2~ z—2+ r—2+

Otrzymujemy drugie rownanie 2a + b = 2. Rozwigzaniem tych rownan jest a = %, b= %.
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Zadanie 3. Oblicz pochodna podanej funkcji, i wyznacz zbiér na ktérym pochodna ist-
nieje:
1
flz) = :
6 —+va2+1

Rozwigzanie: Dziedzing tej funkcji sa te € R, dla ktorych Va2 +1<6 & 22 +1<
36 < |x| < V/35. Na calym tym zbiorze istnieje pochodna, gdyz f jest funkcja zlozona
y=var+1 2= (6-— y)_%, i obie funkcje sktadowe sg rozniczkowalne.

Fer= L (- vETT) FCn bt toas T W“: W
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Zadanie 4. Znajdz najmniejsza i najwieksza warto$¢ podanej funkcji na podanym prze-
dziale

f(z) = |2* — 1| + =, [—2,1].
Rozwigzanie: Konce przedziatu to —2, 1: f(-2) =3 -2 =1, f(1) = 1. Punkty
nierdzniczkowalnosci to = +1, f(—1) = —1. Sprawdzmy punkty krytyczne. Dla

vel[-11] flz)=1-2+z= f(r) = —22+1= f(z) =0& z = 1.  jest punktem
krytycznym, f(3) =344 =2 Dlaz e [-2,-1] f(z)=2*-1+z= f(z) =22+ 1=
f'(z) = 0 & x = —3, poza zakresem. [ ma wiec tylko 1 punkt krytyczny. Poréwnujac
wartosci w —2, —1, —%,1 widzimy, ze warto$¢ najmniejsza to —1 a najwieksza to %.
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Zadanie 5. Ustal, dla jakich p > 0 funkcja |z [P jest rozniczkowalna w 0. Oblicz pochodna
tej funkcji (w dowolnym punkcie) dla takich p.

Rozwigzanie: Dla x > 0 mamy
fw) =a" = [(z)=pa? =plaf".
Dla z < 0 mamy
fl@)=(—2)? = f'(x)=p(=a)'" - (-1) = —plaf~".

Dla z # 0 funkcja jest wiec rozniczkowalna niezaleznie od p > 0. Policzmy granice
jednostronne ilorazu réznicowego w 0.

_ K — (P _h)P
lim O=hp-0 = lim (=) = — lim (—h)P !,
h—0- h h—0- h h—0~
p_ (P P
lim w = lim h— = lim AP L
h—0t h h—0t h h—0t

Jezeli 0 < p < 1 to obie te granice sa niewlasciwe oo, dla p = 1 pierwsza granica to
—l adruga 1. Dla 0 < p < 1 |z[P nie jest wiec rézniczkowalna w 0. Z drugiej strony,
jezeli p > 1 to obie granice jednostronne sa rowne 0, wiec |z|P jest rézniczkowalna w 0 i
pochodna jest 0. Podsumujmy, dla p > 1

’ pleP~t x>0
(1) = Ly
—plzP~t : x <0.
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Zadanie 6. Korzystajac trzech poczatkowych wyrazow (zerowego, pierwszego i drugiego)
odpowiednio dobranego szeregu Taylora oblicz przyblizona wartoé¢ v/126. Oszacuj btad
przyblizenia na podstawie wzoru Taylora.

Rozwigzanie: Zauwazmy, ze 126 = 125 + 1 i v/125 = 5. Rozwazamy wiec rozwiniecie
Taylora funkcji f(z) = /= wokol punktu a = 125. Wzor Taylora zawierajacy 3 pierwsze
wyrazy wyglada nastepujaco:

F(126) = f(125) + @ . 1@@ 124 w 18,
f@) =¥, f@) =50t @)= 2ot @) = gt
£025) =5, §/(125) = 5 0o, f1(125) = — £ =

1 2 9.5 3.5 1
V126 ~ 5+ — — = —
+75 9.2-.25-125 9-55+9-55 9. 55

. 9-5043.5°—1 140999
N Q.55 928125

Btlad:
10 1 1

10 .
Rl= — (125+0)5 < - - .
IR = 557125 +0) S S 697 1258 8157 6328125
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Zadanie 7. Znajdz promien zbiezno$ci szeregu potegowego
0 Ant3 p3n+2

2 e

n=1

Rozwigzanie:Badamy zbieznos¢ z kryterium d’Alemberta. Ustalmy x # 0.
An+143 1.3(n+1)+2

(TL + 1)2 62(n+1) 3 4n? n—00 3 4 31
re g | gy — il =kl
n2 62n

Jezeli |z| < v/9 to szereg jest zbiezny, a jezeli |z| > v/9 to rozbiezny. Wynika z tego, ze

R = /9.



