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Czy jad¡c szybko marnujemy paliwo? W tabeli s¡ dane
dotycz¡ce zu»ycia paliwa (brytyjska wersja Forda Escorta)

Pr¦dko±¢ Zu»ycie paliwa Pr¦dko±¢ Zu»ycie paliwa
(km/h) (l/100 km) (km/h) (l/100 km)

10 21,00 90 7,57
20 13,00 100 8,27
30 10,00 110 9,03
40 8,00 120 9,87
50 7,00 130 10,79
60 5,90 140 11,77
70 6,30 150 12,83
80 6,95
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Rysunek: Wykres punktowy zmiennych �Pr¦dko±¢� i �Zu»ycie paliwa�



W przykªadzie s¡ dwie zmienne zale»ne:
X (pr¦dko±¢), zmienna obja±niaj¡ca, która jest zmienn¡ decyduj¡c¡
w tej zale»no±ci,
Y (zu»ycie paliwa), zmienna zale»na, która jest zmienn¡ reaguj¡c¡.

Gªówne zadanie to obja±nienie rodzaju zale»no±ci

X ←→ Y .

Wykres punktowy pokazuje zale»no±¢ pomi¦dzy dwoma zmiennymi
ilo±ciowymi X i Y . Poszczególne obserwacje zbioru danych
odpowiadaj¡ punktom wykresu.
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Wspóªczynnik korelacji RX ,Y

Niech X i Y b¦d¡ zmiennymi losowymi, ze ±rednimi i odchyleniami
standardowymi odpowiednio µX , σX , µY , σY . Je»eli X i Y s¡
niezale»ne to

Var(X + Y ) = Var(X ) + Var(y) = σ2X + σ2Y .

Je»eli X i Y nie s¡ niezale»ne, to

Var(X + Y ) = σ2X + σ2Y + 2 · σX · σY · RX ,Y ,

gdzie

RX ,Y = E
(X − µX

σX

)(Y − µY
σY

)
.

Wielko±¢ RX ,Y nazywamy wspóªczynnikiem korelacji zmiennych X i
Y
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Wªasno±ci RX ,Y

1. −1 ≤ RX ,Y ≤ 1,

2. RX ,Y = ±1⇔ X ,Y s¡ liniowo zale»ne, to znaczy

Y = k X + b, lub X = k Y + b.

W takim przypadku mamy dodatkowo RX ,Y = 1 je»eli k > 0 i
RX ,Y = −1 je»eli k < 0.

3. Wspóªczynnik korelacji mierzy siª¦ wspóªzale»no±ci typu
liniowego. Nie opisuje dobrze zale»no±ci krzywoliniowych.
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Wspóªczynnik korelacji w próbie rX ,Y

Zaªó»my, »e mamy próbki x1, x2, . . . , xn i y1, y2, . . . , yn pobrane z
populacji o rozkªadach X i Y odpowiednio. Mo»emy korzysta¢ z
przybli»e« x ≈ µx , sx ≈ σx , y ≈ µy , sy ≈ σy .

A w jaki sposób mo»emy przybli»y¢ wspóªczynnik korelacji RX ,Y ?

• rX ,Y = 1

n−1

∑
i (

xi−x
s x

)( yi−y
s y

),

• rX ,Y ≈ RX ,Y dla n� 1.

Przykªad:

x· y· x· − x y· − y

-1 1 -1,5 0,25
0 -1 -0,5 -1,75
1 2 0,5 1,25
2 1 1,5 0,25

x = 0, 5 y = 0, 75 sx = 1, 3 sy = 1, 2
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Rysunek: Wykres punktowy zmiennych X i Y

∑
(x· − x)(y· − y) = 1, 5

rX ,Y = 0, 32.



Wªasno±ci rX ,Y

1 −1 ≤ r ≤ 1,

2 r = ±1 wtedy i tylko wtedy, gdy wszystkie obserwacje le»¡ na
jednej prostej. Czyli r = ±1 tylko w przypadku idealnie
liniowej zale»no±ci.

3 r ≈ 0 oznacza bardzo sªaba zale»no±¢ liniow¡.

Przykªad: W przypadku zu»ycia paliwa mamy:

• 1 zakres, 10− 60 km/h r = −0, 86
• 2 zakres, 60 = 150 km/h r = 0, 91

• W caªym zakresie pr¦dko±ci 10− 150km/h mamy r = −0, 15 -
bardzo sªaba zale»no±¢ liniowa
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Rysunek: Wykres punktowy, 2 zakresy



Przykªady zwi¡zane z korelacj¡

1. Galton (1857) 1078 par pomiarów wzrostów:
• Ojcowie i synowie: r ≈ 0, 5,
• Matki i synowie: r ≈ 0, 494.

2. Badania zwi¡zane z ochron¡ zdrowia (1960-62)
• Wzrosty i wagi 411 m¦»czyzn w wieku 18-24 lat:

r ≈ 0, 36.

• Wyksztaªcenie i dochód:

(a) dla m¦»czyzn w wieku 25-34: r ≈ 0, 4,
(b) dla m¦»czyzn w wieku 35-44: r ≈ 0, 6.

3. Iloraz inteligencji identycznych bli¹niaków:

r ≈ 0, 95.



Linia regresji najmniejszych kwadratów

Zasada: linia regresji najmniejszych kwadratów zmiennych X i Y
jest prost¡ o równaniu Ŷ = a + b X dla której suma kwadratów∑

(y· − ŷ·)
2 jest najmniejsza

X

Y

Ŷ = a+ bX

xi

yi
ŷi

Rysunek: Linia regresji najmniejszych kwadratów



Musimy wi¦c znale¹¢ a, b takie, »e∑
(yi − ŷi )

2 −→ min,

gdzie

• yi jest obserwacj¡ zmiennej Y ,

• ŷi = a + b xi jest przewidywan¡ warto±ci¡ zmiennej Y ,
odpowiadaj¡c¡ obserwacji xi zmiennej X

• yi − ŷi jest reszt¡.



Rozwi¡zanie problemu minimalizacji: Linia regresji najmniejszych
kwadratów ma równanie

Ŷ = a + b X ,

gdzie:

1. Wspóªczynnik kierunkowy b = r · sY
sX

2. Odsuni¦cie a = y − b x

Równowa»nie:
Ŷ − y

sY
= r · X̂ − x

sX
.



Przykªad: Dla naszego Forda Escorta mamy:

1. W zakresie 10− 60 km/h mamy

Ŷ = −0, 3X + 21, 5,

a wi¦c nast¦puj¡ce prognozy: x = 25, ŷ = 14, x = 40, ŷ = 9, 5,
x = 50, ŷ = 6, 5, x = 70, ŷ = 0, 5 ?!

2. W caªym zakresie 10− 150 km/h mamy

ŷ = −0, 01466 X + 11, 058,

a wi¦c nast¦puj¡ce prognozy: x = 25, ŷ = 10, 65,
x = 40, ŷ = 9, 32, x = 70, ŷ = 10, 03 !
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x = 40, ŷ = 9, 32, x = 70, ŷ = 10, 03 !



r
2 jako uªamek zmienno±ci

r2 =
Caªkowita zmienno±¢ (wariancja) warto±ci prognozowanych Ŷ

Caªkowita zmienno±¢ (wariancja) warto±ci obserwowanych Y
.

Powy»szy wzór ªatwo jest uzasadni¢ korzystaj¡c z równania regresji

ŷ· − y

sY
= r · x̂· − x

sX
.

1)
∑ ŷ·−y

sY
= r ·

∑
x̂·−x
sX

= 0 ⇒ ŷ = y

2) 1

n−1

∑(
ŷ·−ŷ
sY

)2
= r2 1

n−1

∑(
x̂·−x
sX

)2
= r2

W ko«cu,

r2 =

∑
(ŷ· − ŷ)2∑
(y· − y)2

.
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Innymi sªowy, r2 to procent zmienno±ci Y , który mo»na uzasadni¢
lini¡ regresji.


