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Czy jadac szybko marnujemy paliwo? W tabeli sa dane
dotyczace zuzycia paliwa (brytyjska wersja Forda Escorta)

Predkos¢ Zuzycie paliwa | Predkos¢ Zuzycie paliwa
(km/h) (1/100 km) (km/h) (1/100 km)

10 21,00 90 7,57

20 13,00 100 8,27

30 10,00 110 9,03

40 8,00 120 9,87

50 7,00 130 10,79

60 5,90 140 11,77

70 6,30 150 12,83

80 6,95




1/100km

201

151

10+ . .

54+

0 t t t t t t

0 20 40 60 80 100 120 140 km/h

Rysunek: Wykres punktowy zmiennych ,Predkos$¢” i, Zuzycie paliwa”



W przyktadzie sa dwie zmienne zalezne:

X (predkos¢), zmienna objasniajaca, ktéra jest zmienna decydujaca
w tej zaleznosci,

Y (zuzycie paliwa), zmienna zalezna, ktéra jest zmienna reagujaca.
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Gtéwne zadanie to objasnienie rodzaju zaleznosci

X +——Y.



W przyktadzie sa dwie zmienne zalezne:

X (predkos¢), zmienna objasniajaca, ktéra jest zmienna decydujaca
w tej zaleznosci,

Y (zuzycie paliwa), zmienna zalezna, ktéra jest zmienna reagujaca.
Gtéwne zadanie to objasnienie rodzaju zaleznosci

X +——Y.

Wykres punktowy pokazuje zalezno$¢ pomiedzy dwoma zmiennymi
ilosciowymi X i Y. Poszczegélne obserwacje zbioru danych
odpowiadaja punktom wykresu.



Wspétczynnik korelacji Rx. vy
Niech X i Y beda zmiennymi losowymi, ze $rednimi i odchyleniami
standardowymi odpowiednio pux,ox, puy,oy. Jezeli X i Y s3

niezalezne to

Var(X + Y) = Var(X) + Var(y) = o + 0%.
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niezalezne to
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gdzie

Ry = £(Z ) ()

Wielkos¢ Rx y nazywamy wspdfczynnikiem korelacji zmiennych X i
Y



Wtasnosci Rx y



Wtasnosci Rx y
1. -1 <Rxy <1,
2. Rx,y = £1 & X, Y s3 liniowo zalezne, to znaczy

Y=kX+b Ilub X=kY-+b.

W takim przypadku mamy dodatkowo Rx y =1 jezeli k > 0 i
Rx7y =-1 Jezell k <0.



Wtasnosci Rx y

1.
2.

-1<Rxy <1,
Rx,y = £1 & X, Y s3 liniowo zalezne, to znaczy

Y=kX+b, lub X=kY+b.
W takim przypadku mamy dodatkowo Rx y =1 jezeli k > 0 i

Rx7y =-1 Jezell k <0.

Wspétczynnik korelacji mierzy site wspétzaleznosci typu
liniowego. Nie opisuje dobrze zaleznosci krzywoliniowych.



Wspétczynnik korelacji w prébie rx vy

Zatézmy, ze mamy probki xi, xo, ..., X, 1 v1,¥2,...,yn pobrane z
populacji o rozktadach X i Y odpowiednio. Mozemy korzystaé z
przyblizen X = pix, Sx = 0x, ¥ = [y, Sy = 0y.
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Wspétczynnik korelacji w prébie rx vy

Zatézmy, ze mamy probki xi, xo, ..., X, 1 v1,¥2,...,yn pobrane z
populacji o rozktadach X i Y odpowiednio. Mozemy korzystaé z

przyblizen X = fix, Sx = 0x, ¥ & [ly, Sy & 0y.
A w jaki sposéb mozemy przyblizy¢ wspétczynnik korelacji Rx y 7
1 i—X i~y
° rxvy = ﬁ EI(X SXX)(y syy)’

° rxy = Rx7y dla n> 1.

Przyktad:
X. y. X. —X y.—y
-1 1 -1,5 0,25
0 -1 -0,5 -1,75
1 2 0,5 1,25
2 1 1,5 0,25
x=05|y=0,7|s5=13]|s, =12
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Rysunek: Wykres punktowy zmiennych X i Y

Y (x=%)(y.-y) =15

rx,y = 07 32.



Whtasnosci rx vy

O -1<r<li,

® r = +1 wtedy i tylko wtedy, gdy wszystkie obserwacje lezg na
jednej prostej. Czyli r = £1 tylko w przypadku idealnie
liniowej zaleznosci.

© r ~ 0 oznacza bardzo staba zaleznos¢ liniowa.



Whtasnosci rx vy

®-1<r<1,
® r = +1 wtedy i tylko wtedy, gdy wszystkie obserwacje lezg na
jednej prostej. Czyli r = £1 tylko w przypadku idealnie
liniowej zaleznosci.
© r ~ 0 oznacza bardzo staba zaleznos¢ liniowa.
Przyktad: W przypadku zuzycia paliwa mamy:
e 1 zakres, 10 — 60 km/h r = —0,86
e 2 zakres, 60 = 150 km/h r = 0,91
e W catym zakresie predkosci 10 — 150km/h mamy r = —0, 15 -
bardzo staba zaleznos¢ liniowa
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Rysunek: Wykres punktowy, 2 zakresy

1;10 km/h



Przyktady zwigzane z korelacja

1. Galton (1857) 1078 par pomiaréw wzrostéw:
e Qjcowie i synowie: r = 0,5,
e Matki i synowie: r = 0,494.

2. Badania zwiazane z ochrong zdrowia (1960-62)
o Wzrosty i wagi 411 mezczyzn w wieku 18-24 lat:
r~0,36.

o Wyksztatcenie i dochéd:
(a) dla mezczyzn w wieku 25-34: r = 0, 4,
(b) dla mezczyzn w wieku 35-44: r = 0, 6.

3. lloraz inteligencji identycznych blizniakéw:

r~0,95.



Linia regresji najmniejszych kwadratéw

Zasada: linia regresji najmniejszych kwadratéw zmiennych X i Y
jest prosta o réwnaniu Y = a+ b X dla ktérej suma kwadratéw
S (y. — 7.)? jest najmniejsza

Y

Yi

Yi

Rysunek: Linia regresji najmniejszych kwadratéw



Musimy wiec znalez¢ a, b takie, ze
Z(y,' — }A/,')2 — min,

gdzie
e y; jest obserwacja zmiennej Y,
e §i = a+ b x; jest przewidywang wartoscig zmiennej Y,
odpowiadajaca obserwacji x; zmiennej X

e y; — ¥ jest reszta.



Rozwigzanie problemu minimalizacji: Linia regresji najmniejszych
kwadratéw ma réwnanie
Y=a+bX,
gdzie:
1. Wspétczynnik kierunkowy b = r - i—;
2. Odsuniecie a=y — bx

Réwnowaznie:

Y—y X—x




Przyktad: Dla naszego Forda Escorta mamy:
1. W zakresie 10 — 60 km/h mamy

Y = —-0,3X 4 21,5,

a wiec nastepujace prognozy: x =25,y =14, x =40,y = 9,5,
x=50,y=6,5,x=70,y=0,5"7!



Przyktad: Dla naszego Forda Escorta mamy:
1. W zakresie 10 — 60 km/h mamy

Y = —-0,3X 4 21,5,

a wiec nastepujace prognozy: x =25,y =14, x =40,y = 9,5,
x=50,y=6,5,x=70,y=0,5"7!
2. W catym zakresie 10 — 150 km/h mamy

§ = —0,01466 X + 11,058,

a wiec nastepujace prognozy: x = 25,y = 10, 65,
x =40,y =9,32, x =70,y = 10,03 !



r? jako utamek zmiennosci

,  Catkowita zmiennos¢ (wariancja) wartosci prognozowanych ¥
re = . . = — o~ -
Catkowita zmiennos¢ (wariancja) wartosci obserwowanych Y
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Innymi stowy, r? to procent zmiennoéci Y, ktéry mozna uzasadni¢
linig regresji.



