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Zadanie 1. Sprawd¹, czy nast¦puj¡cy szereg jest zbie»ny, a je»eli jest, to czy jest zbie»ny
absolutnie

∞∑
n=1

n− 1

n(n+ 1)
(−1)n.

Rozwi¡zanie: Sprawdzamy najpierw zbie»no±¢ absolutn¡: dla n ≥ 2 mamy

|an| =
n− 1

n(n+ 1)
≥

n− n
2

nn
=

n
2

n2
=

1

2

1

n
.

Z kryterium porównawczego szereg o wyrazach |an| jest rozbie»ny. Sprawd¹my teraz sam¡
zbie»no±¢. �eby zastosowa¢ kryterium Leibniza potrzebujemy:

|an| ≥ |an+1|,
czyli

n− 1

n(n+ 1)
≥ n

(n+ 1)(n+ 2)

n− 1

n
≥ n

n+ 2

(n− 1)(n+ 2) ≥ n2

n2 + n− 2 ≥ n2

n ≥ 2.

Dla n ≥ 2 warto±ci bezwzgl¦dne wyrazów szeregu tworz¡ ci¡g malej¡cy (oczywi±cie do 0),
czyli z kryterium Leibniza szereg naprzemienny

∞∑
n=2

n− 1

n(n+ 1)
(−1)n

jest zbie»ny. Punkt startowy sumowania (n = 2) nie ma znaczenia dla zbie»no±ci. W tym
akurat przypadku pierwszy wyraz i tak jest równy 0.
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Zadanie 2. Zbadaj zbie»no±¢ szeregu:

∞∑
n=1

en

3
√
n!
.

Rozwi¡zanie: Stosujemy kryterium d'Alemberta:∣∣∣∣an+1

an

∣∣∣∣ = en+1

3
√
(n+ 1)!

·
3
√
n!

en
= e · 3

√
n!

(n+ 1)!
= e · 3

√
1

n+ 1

n→∞−→ 0.

Szereg jest wi¦c zbie»ny.
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Zadanie 3. Znajd¹ promie« zbie»no±ci szeregu pot¦gowego:

∞∑
n=1

n!

nn
x(2n+7)/3.

Rozwi¡zanie: Ustalamy x, i stosujemy kryterium d'Alemberta do szeregu liczbowego:∣∣∣∣an+1

an

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ (n+ 1)!

(n+ 1)n+1
· x(2(n+1)+7)/3 · nn

n! · x(2n+7)/3

∣∣∣∣
= |x|

2
3

(n+ 1)! · nn

(n+ 1)n+1 · n!

= |x|
2
3

(
n

n+ 1

)n

=
|x| 23

(1 + 1
n
)n

n→∞−→ |x|
2
3 · 1

e
.

Szereg jest wi¦c zbie»ny dla |x|2/3 < e, i rozbie»ny dla |x|2/3 > e. Promie« zbie»no±ci
wynosi wi¦c

R = e
3
2
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Zadanie 4. Udowodnij, »e je»eli jedna z poni»szych granic istnieje, to istniej¡ obie, i s¡
równe:

lim
x→x0

f(x) = lim
x→0

f(x+ x0).

Rozwi¡zanie: Zaªó»my, »e lewa strona istnieje, i jest równa g. Czyli mamy

(1) ∀ ϵ > 0 ∃ δ > 0 0 < |x− x0| < δ =⇒ |f(x)− g| < ϵ.

Chcemy pokaza¢, »e prawa strona te» istnieje, i jest równa g, czyli

(2) ∀ ϵ > 0 ∃ δ > 0 0 < |x| < δ =⇒ |f(x+ x0)− g| < ϵ.

Ustalmy ϵ > 0. Dla tego ϵ dostajemy δ > 0 z (1). Niech 0 < |x| < δ. Wtedy x′ = x+ x0

speªnia 0 < |x − x0| < δ, wi¦c z (1) mamy |f(x′) − g| < ϵ. Ale to dokªadnie znaczy, »e
|f(x+ x0)− g| < ϵ, czyli speªnione jest (2).
Teraz w drug¡ stron¦, zaªó»my, »e prawa strona istnieje, i jest równa g, czyli speªnione

jest (2). Ustalmy ϵ > 0 i niech δ > 0 b¦dzie dane przez (2). Niech 0 < |x − x0| < δ, i
niech x′ = x − x0. Wtedy 0 < |x′| < δ, wi¦c z (2) mamy |f(x′ + x0) − g| < ϵ, a skoro
x′ + x0 = x, wi¦c |f(x)− g| < ϵ. Mamy wi¦c (1).
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Zadanie 5. Wyznacz punkty ci¡gªo±ci i nieci¡gªo±ci funkcji

f(x) = sin(x) · sin
(1
x

)
dla x ̸= 0, f(0) = 0

Rozwi¡zanie: Dla x ̸= 0 f jest iloczynem funkcji ci¡gªych, wi¦c jest ci¡gªa. Jedyna

w¡tpliwo±¢ dotyczy wi¦c punktu x = 0. Zauwa»my, »e dla x ̸= 0

−| sin(x)| ≤ f(x) ≤ | sin(x)|.
Wiemy, »e | sin(x)| jest ci¡gªa, wi¦c jej granica w 0 to | sin(0)| = 0. Z twierdzenia o 3
funkcjach

lim
x→0

f(x) = 0 = f(0),

czyli f jest ci¡gªa tak»e w 0.



Pierwsza litera nazwiska 6&%
'$

Nazwisko i imi¦:

Zadanie 6. Poni»sza funkcja nie jest zde�niowana w punkcie x = 0. Zde�niuj jej warto±¢
w tym punkcie tak, »eby byªa w nim ci¡gªa

f(x) =
tan 2 x

x
.

Rozwi¡zanie: Sprawd¹my istnienie granicy w x = 0.

lim
x→0

tan 2 x

x
= lim

x→0

sin 2x

x cosx

= lim
x→0

2 sin 2x
2x

cosx

= 2
limx→0

sin 2x
2x

limx→0 cos x
= 2.

f ma wi¦c granic¦ w x = 0, równ¡ 2. Je»eli zde�niujemy f(0) = 2, to tak powstaªa
funkcja jest ci¡gªa w 0.
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Zadanie 7. Znajd¹ granic¦

lim
x→2

√
7 + x− 3

x2 − 4
.

Rozwi¡zanie: Mno»ymy i dzielimy przez
√
7 + x+ 3:

√
7 + x− 3

x2 − 4
=

(
√
7 + x− 3)(

√
7 + x+ 3)

(x− 2)(x+ 2)(
√
7 + x+ 3)

=
7 + x− 9

(x− 2)(x+ 2)(
√
7 + x+ 3)

=
x− 2

(x− 2)(x+ 2)(
√
7 + x+ 3)

=
1

(x+ 2)(
√
7 + x+ 3)

.

Mianownik ma w x = 2 granic¦ ró»n¡ od 0, wi¦c

lim
x→2

√
7 + x− 3

x2 − 4
=

1

(2 + 2)(
√
7 + 2 + 3)

=
1

4(
√
9 + 3)

=
1

4 · 6
=

1

24
.


