Pierwsza litera nazwiska

Kolokwium 2
5.12.14

Nazwisko i imie:

Zadanie 1. Sprawd?, czy nastepujacy szereg jest zbiezny, a jezeli jest, to czy jest zbiezny

absolutnie
n=1

Rozwigzanie: Sprawdzamy najpierw zbieznosé absolutng: dla n > 2 mamy

w— Mol on-i 3 11
Ap| = = = =
n(n+1) nn n?  2n

Z kryterium poréwnawczego szereg o wyrazach |a,| jest rozbiezny. Sprawdzmy teraz sama
zbieznosé. Zeby zastosowaé kryterium Leibniza potrzebujemy:

|an| > |an+1|a

czyli
n—1 n
>
nn+1) — (n+1)(n+2)
n—1 n
n - n-+2

(n —1)(n+2) > n?
n?+n—2>n?
n > 2.

Dla n > 2 warto$ci bezwzgledne wyrazow szeregu tworza ciag malejacy (oczywiscie do 0),
czyli z kryterium Leibniza szereg naprzemienny

> n—1 n
;n(n—i—l)(_l)

jest zbiezny. Punkt startowy sumowania (n = 2) nie ma znaczenia dla zbieznosci. W tym
akurat przypadku pierwszy wyraz i tak jest rowny O.
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Zadanie 2. Zbadaj zbieznos¢ szeregu:
p— vn!

Rozwigzanie: Stosujemy kryterium d’Alemberta:

entl vn! . nl o 1 e
— . = € - —_— = e - > 0'
Yn+1) e (n+1)! n+1

Szereg jest wiec zbiezny.

Ap+1
Gp,
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Zadanie 3. Znajdz promien zbieznosci szeregu potegowego:

o

l
Z e enen)/3
nn

n=1

Rozwiazanie: Ustalamy z, i stosujemy kryterium d’Alemberta do szeregu liczbowego:

Qpy1 (n+1)! RO/ ”—n
(n+ 1)1 nl - z@n+0/3

= 3
e

s n \"
=|x|s( )
n—+1

|5
L+

n—o0

an

|;C|%.1,
e

Szereg jest wiec zbiezny dla |z|?/3

wynosi wiec

< e, i rozbiezny dla |2]/*® > e. Promieii zbieznosci

Njw

R=e¢
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Zadanie 4. Udowodnij, ze jezeli jedna z ponizszych granic istnieje, to istnieja obie, i sa
rowne:

li =i .

Ay, ) =y St o)
Rozwigzanie: Zal6zmy, ze lewa strona istnieje, i jest rowna g. Czyli mamy

(1) Ve>0 30>0 0<|z—xo| <0 = |f(z)—yg|<e
Chcemy pokazaé, ze prawa strona tez istnieje, i jest rowna g, czyli
(2) Ve>0 J0>0 0<|z|<d = |f(x+x0) —g| <e

Ustalmy € > 0. Dla tego € dostajemy 6 > 0z (1). Niech 0 < |z| < 0. Wtedy 2’ = = +
spelia 0 < |z — x| < §, wiec z (1) mamy |f(z') — g| < €. Ale to dokladnie znaczy, ze
|f(z + o) — g] < €, czyli spelnione jest (2).

Teraz w drugg strone, zal6zmy, ze prawa strona istnieje, i jest rowna g, czyli spelione
jest (2). Ustalmy e > 0 i niech § > 0 bedzie dane przez (2). Niech 0 < |z — x| < 4, i
niech @’ =z — xy. Wtedy 0 < |2/| < 0, wiec z (2) mamy |f(2’ + x9) — g| < €, a skoro
' 4+ xy =z, wiec |f(z) — g| < e. Mamy wiec (1).
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Zadanie 5. Wyznacz punkty ciagtosci i nieciaglosci funkeji

1
f(z) = sin(x) - sin (—) dla = # 0, f(0)=0

x
Rozwiazanie: Dla z # 0 f jest iloczynem funkcji ciagtych, wiec jest ciagta. Jedyna
watpliwos¢ dotyczy wiec punktu x = 0. Zauwazmy, ze dla x # 0

—[sin(z)| < f(x) < [sin(z)].
Wiemy, ze |sin(z)| jest ciagla, wiec jej granica w 0 to |sin(0)] = 0. Z twierdzenia o 3
funkcjach
lim f(z) = 0 = f(0),

z—0

czyli f jest ciggla takze w 0.
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Zadanie 6. Ponizsza funkcja nie jest zdefiniowana w punkcie z = 0. Zdefiniuj jej wartosc¢
w tym punkcie tak, zeby byla w nim ciggla

B tan2x

fx) =

T

Rozwigzanie: Sprawdzmy istnienie granicy w x = 0.
. tan2z . sin2x
lim = lim
z—0 T =0 T COS T

sin 2z

= lim —22—

=0 COS T

sin 2x
2x

lim,_,qcosx

hma}—)[)

=2.

f ma wiec granice w x = 0, rowng 2. Jezeli zdefiniujemy f(0) = 2, to tak powstala
funkcja jest ciggta w 0.
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Zadanie 7. Znajdz granice

. Vi+x—3
hm—.
r—2 2 —4

Rozwigzanie: Mnozymy i dzielimy przez /7 + z + 3:

Vitz—3  (VT+2-3)(VT+x+3)
22—4 (z-2)(z+2)VT+z+3)

B T+x—-9
(z = 2)(z +2)(VT+ 2 +3)
B T — 2
(z = 2)(z +2)(VT+ 2 +3)
1
(@ +2) (VT +3)
Mianownik ma w x = 2 granice r6zna od 0, wiec
VT+z—3 1 1 1 1

1 = = = =

22 g2 —4 2+2)(V7+2+3) 4(/9+3) 4:6 24



