ANALIZA MATEMATYCZNA
LISTA ZADAN 3
14.10.2013

(1) Wyznacz dziedziny naturalne nastepujacych funkcji:

@ 1= (b) flo)=v2+z—2?

sinwrx’
(c) f(z)=+v3x—a? (d) f(z) = log(z* —4),
() flx)=log(1 — 2cos ), () F(x) = v/sin(3).
(2) Zapisz wzorem y = f(z) zlozenie nastepujacych funkcji, i wyznacz dziedzine na-
turalna ztozenia:

(a) t=2% 2=+t+1, y=2%  (b) t=sinz, z=Ilogt, y =1+ 22

(3) Naszkicuj wykres funkcji danej wzorem ([...] oznacza czes¢ calkowita, a {...}

oznacza czes¢ utamkowa):

(a) f(x) =z + 1+ ]z -1, (b) flz)=le—3| =2z +1[+ 2z -z +1,
(c) f(x) =2+ 322 (d) f(z)=—a®+2z -2,

(e) f(x)=1—sinz, (f) f(z) =2sin (x—g),
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§) f(@)=|sinz], )@=
i) flz)=|2?— 1| —|z* — 4|, r) = |z* — 8z + 15,
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(k) f(z)=2? +x+2—]a: —z—2], (1 x) = {cosz},

(m) f(z) = [2 arctanz], (n) f(x)=2{sinz} — {2sinz}.

(4) Rozwiaz nastepujace rownania i nier6wnosci:

(a) sinz > 1, (b) Jcosz| < ‘/75,
(¢) [sinz] =0, (d) {cosz} =3,
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e) {Zarctanz} =0, f) {2 arctanx} <1
) (@? —4)-cosz >0, h) (%—l—sinx)b =1,
(5) Znajdz funkcje odwrotne do:
1
(@) fx)=1-3n, 0) fla)= w1,
(c) flx)=2a*-2z, z>1, (d) flx)=vz2+1, x>0,

(6) Znajdz 10 kolejnych wyrazow oraz granice ciagu {a,} okreslonego wzorem: a,, =
(="

n2

nm
(7) Jakie wartosci przyjmuje ciag dany wzorem: a,, = sin 77
nmw nmw
A ciagg dany wzorem: a, = cos 3 + % sin ?7

(8) Ciag Fibonacciego okreslony jest rekurencyjnie w sposob nastepujacy: Fy = Fy =
1, a nastepnie Fj,10 = Fj,.1 + F,, dlan =1,2,3,.... Znajdz wyrazy ciaggu Fibo-
nacciego o numerach od 3 do 12. Udowodnij, ze dla kazdej liczby naturalnej n
prawdziwa jest rownosé: F, o F, — F2 | = (—1)"*.

(9) Udowodnij, korzystajac jedynie z definicji, zbieznos¢ ciagow, znajdujac ich
granice:
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(a) an= 5, (b) an=< ),

n
1




2\" n+ 2
= d) a, = > 2,
3)’ (@) an=T—7,n2

(© %z(
3n3 — 2n? —7n+5
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() an=17"7% () a P +n—6
(10) Udowodnij, ze jesli  jest liczba rzeczywista o rozwinieciu dziesietnym

B,OQOCQ"',

to ciag okreslony wzorem

an = B,04 -
jest zbiezny do x ( , jest punktem dziesietnym, a 8 € Z).

(11) Udowodnij, ze granica sumy (réznicy, ilorazu) ciagéw zbieznych jest suma (roz-
nica, ilorazem) ich granic. Oczywiscie w przypadku ilorazu zakladamy, ze ciag w
mianowniku ma wyrazy rézne od zera, i ze jego granica jest rozna od zera.

(12) Zbadaj monotoniczno$¢ nastepujacych ciagow:
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(a) a,=n+ —, (b) a1 =3, apy1 = a2 — 2,
n
(¢) a,= Vnl (d) an= V2" +3"
2™ Qy,
(e) a,= ok ) a1=1, app1 = 1+ a,

(13) Oblicz granice (by¢ moze niewlasciwe) ciagow:

™+ (¢ndn)’vIn + 1 | (b) an=viZFn—n,

(a) an= o 1In3+Tn+3
©) an="", @ an=r"r>1,
n
1
(e) an=<r, 0<r<l, (f) a,=2"——,
n
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(14) Wypisz wzorem ciag, dla ktorego a1 = 1, as = 3 i kazdy 7z wyrazow jest Srednig

(t) ap,=71" —1<r<l.

harmoniczng dwoch wyrazéow sasiednich:

1 1 1 1
— == + , n>2.
Qp, 2 Ap—1 Ap41

(15) Wypisz wzorem ciag, dla ktorego a; = 1, as = 2, i kazdy z wyrazow jest $rednia
geometryczna dwoch wyrazow sads1edn1(:h.

Ap = 4/An-10p41, N > 2.
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