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Nazwisko i imi¦:

Zadanie 1. Podaj wzór na pochodn¡ rz¦du n funkcji:

f(x) =
1− 2 x

1 + x
.

Rozwi¡zanie: Zauwa»my, »e f mo»na zapisa¢

f(x) =
1− 2 x

1 + x
=

3− 2 (1 + x)

1 + x
=

3

1 + x
− 2.

Liczymy wi¦c:

f ′(x) = 3 · (−1) · 1

(1 + x)2

f ′′(x) = 3 · (−1) · (−2) · 1

(1 + x)3

f ′′′(x) = 3 · (−1) · (−2) · (−3) · 1

(1 + x)4
.

�atwo zauwa»y¢ (i udowodni¢ indukcyjnie), »e ogólny wzór jest nast¦puj¡cy:

f (n)(x) = 3 · (−1)n · n! · 1

(1 + x)n+1
.
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Nazwisko i imi¦:

Zadanie 2. Znajd¹ przedziaªy wypukªo±ci i punkty przegi¦cia funkcji:

f(x) = x4 +
√
x, x ≥ 0.

Rozwi¡zanie: Wypukªo±¢ ustalamy przy u»yciu znaku 2 pochodnej. Liczymy wi¦c 2
pochodn¡:

f ′(x) = 4x3 +
1

2

1√
x

f ′′(x) = 12 x2 − 1

4

1

x
3
2

.

Szukamy punktów zerowych:

12x2 =
1

4 x
3
2

48x
7
2 = 1

x =
( 1

48

) 2
7
.

�atwo zauwa»y¢, »e dla x mniejszych od tej warto±ci 2 pochodna jest < 0, czyli f jest

wkl¦sªa, a dla x wi¦kszych 2 pochodna jest dodatnia a funkcja wypukªa. Punkt x =
(

1
48

) 2
7

jest wi¦c jedynym punktem przegi¦cia.
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Nazwisko i imi¦:

Zadanie 3. Oblicz caªk¦ nieoznaczon¡:∫
dx

(x+ 1)
√
x
.

Rozwi¡zanie: Zastosujemy podstawienie∫
dx

(x+ 1)
√
x
=

{
t =

√
x

dt = dx
2
√
x

}
= 2

∫
dt

t2 + 1
= 2 arctan t+ C = 2arctan

√
x+ C.
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Nazwisko i imi¦:

Zadanie 4. Oblicz caªk¦ oznaczon¡:∫ π

0

x3 sin(x) dx.

Rozwi¡zanie: Zastosujemy caªkowanie przez cz¦±ci:∫ π

0

x3 sin(x) dx =

∫ π

0

x3(− cos x)′ dx

= −x3 cosx
∣∣∣π
0
+ 3

∫ π

0

x2 cosx dx

= π3 + 3

∫ π

0

x2(sinx)′ dx

= π3 + 3 x2 sin x
∣∣∣π
0
− 6

∫ π

0

x sin x dx

= π3 + 6

∫ π

0

x(cosx)′ dx

= π3 + 6 x cos x
∣∣∣π
0
− 6

∫ π

0

cos x dx

= π3 − 6π − 6 sinx
∣∣∣π
0

= π3 − 6 π.
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Nazwisko i imi¦:

Zadanie 5. Udowodnij, »e nast¦puj¡cy szereg funkcyjny jest zbie»ny jednostajnie na
caªej prostej:

∞∑
n=1

(−1)n

|x|+ n3/2
.

Rozwi¡zanie: Zauwa»my, »e:∣∣∣∣ (−1)n

|x|+ n3/2

∣∣∣∣ ≤ 1

n3/2
, ∀ x ∈ (−∞,∞),

a szereg liczbowy o wyrazach 1
n3/2 jest zbie»ny (bo 3

2
> 1). Korzystaj¡c z kryterium

Weierstrassa szereg funkcyjny jest zbie»ny na caªej prostej.
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Nazwisko i imi¦:

Zadanie 6. Znajd¹ punkt przeci¦cia stycznych do wykresu funkcji f(x) = x3 odpowiednio
w punktach (−1,−1) i (3, 27).

Rozwi¡zanie: Mamy f ′(x) = 3 x2, a wi¦c znajdujemy równania stycznych w danych
punktach

f ′(−1) = 3 y + 1 = 3(x+ 1) ⇒ y = 3 x+ 2,

f ′(3) = 27 y − 27 = 27 (x− 3) ⇒ y = 27 x− 54.

Mamy znale¹¢ punkt przeci¦cia tych dwóch prostych, a wi¦c

3 x+ 2 = 27x− 54

24x = 56

x =
7

3
,

w takim razie
y = 3x+ 2 = 7 + 2 = 9.

Punktem przeci¦cia jest wi¦c punkt
(
7
3
, 9
)
.
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Zadanie 7. Rozstrzygnij zbie»no±¢ i ewentualnie zbie»no±¢ absolutn¡ szeregu:
∞∑
n=1

(−1)n
2

4
√
n+ 3

.

Rozwi¡zanie: Zauwa»my, »e (−1)n
2
= (−1)n, a wi¦c szereg jest naprzemienny. Jest on

zbie»ny z kryterium Leibniza, bo ci¡g
{

1
4
√

(n+3)

}
jest dodatni i zbie»ny monotonicznie do 0.

Szereg nie jest zbie»ny absolutnie, bo po naªo»eniu warto±ci bezwzgl¦dnych otrzymujemy
szereg o wyrazach

{
1

(n+3)1/4

}
który jest rozbie»ny (bo 1/4 ≤ 1).
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Nazwisko i imi¦:

Zadanie 8. Oblicz granic¦

lim
x→∞

x1/x.

Rozwi¡zanie: x1/x to jest wyra»enie nieoznaczone postaci ∞1/∞ w ∞, a wi¦c musimy
je przeksztaªci¢. Robimy to tak jak zwykle:

x
1
x = elog x

1
x = e

log x
x .

Poniewa» funkcja wykªadnicza jest ci¡gªa, wi¦c je»eli wykªadnik ma sko«czon¡ granic¦ g
w ∞, to caªe wyra»enie ma granic¦ eg w ∞. Liczymy wi¦c granic¦ wykªadnika. To jest
wyra»enie nieoznaczone postaci ∞/∞ w ∞, a wi¦c stosujemy reguª¦ de l'Hôpitala:

lim
x→∞

log x

x
de l'H
= lim

x→∞

1
x

1
= 0.

Wi¦c
lim
x→∞

x1/x = e0 = 1.
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