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Rozdzial 1

Podzielnosé liczb

Dzielniki

Jezeli dla dwoch liczb catkowitych a, b istnieje trzecia, k, taka ze
a=k-b
to piszemy b ‘ a (b dzieli a, lub a jest wielokrotnoscia b). Zauwazmy, ze:

e kazda liczba catkowita dzieli 0, a 0 dzieli tylko 0. Zero nie jest wiec
interesujace.

e 1 ma doktadnie 2 dzielniki, 1 i —1.

o b|la — (—b)|a. Wystarczy wiec rozwazaé dzielniki naturalne. Niech
wiec
O(a) — ilos¢ naturalnych dzielnikow a.
Na przyktad 6(1) = 1, 0(8) = 4, (10) = 4. Zauwazmy, ze dla k € N
0(k) jest parzysta (kazdy dzielnik ma dzielnik dopelniczy) chyba, ze k
jest kwadratem, wtedy 0(k) jest nieparzysta.

Fakt 1.1. Wtasnosé podzielnosci jest przechodnia, to znaczy jezeli b ’ aic ‘ b
to takze c ‘ a.

Dowdd. b | a czyli a = k-b dla pewnego k oraz ¢ | b czyli b = m-c dla pewnego
m. W takim razie a =k-b=km-c, czylic‘a. ]

W skrocie mozemy to wyrazié: ,dzielnik dzielnika jest dzielnikiem”, lub ,wie-
lokrotnos¢ wielokrotnosci jest wielokrotnoscia”.

Fakt 1.2. Dia n € N zachodzi 0(n) < n.



Dowaod. Kazdy dzielnik n jest nie wiekszy od n, a liczba wszystkich liczb
naturalnych nie wiekszych od n to wtasnie n. O

Typowym zadaniem w elementarnej teorii liczb jest znalezienie wszyst-
kich dzielnikow danej liczby n € N. Mozemy zrobi¢ to w ten sposob, ze
badamy podzielno$¢ n przez kolejne liczby, poczawszy od 2, a skonczywszy
na najwiekszej liczbie naturalnej < y/n. Na przyklad znajdziemy wszystkie
dzielniki liczby n = 60. Widzimy kolejno, ze dzielnikami sg 1, 2, 3, 4, 51 6.
7 nie jest dzielnikiem, i jest ostatnig liczba, ktéra musimy sprawdzi¢. Kazdy
ewentualny dzielnik wiekszy od 7 ma dzielnik ,dopetniczy”, nie wiekszy niz
7, ktory juz zidentyfikowalismy. Liste dzielnikow liczby n = 60 uzupeliamy
o dzielniki ,dopelnicze™ 60, 30, 20, 15, 12 i 10. Ostatecznie 6(60) = 12.

NWD i NWW

Rozwazmy zbior A = {aj,as,...,a,,...} C N (niepusty, skonczony lub
nieskoriczony). Rozwazmy zbior liczb, ktore sa dzielnikami wszystkich a;.
Ten zbior jest niepusty (1 do niego nalezy), i oczywiscie skonczony: kazdy
wspolny dzielnik jest w szczeg6lnosci dzielnikiem aq, a wiec zbior wszystkich
wspolnych dzielnikow jest podzbiorem zbioru dzielnikow a;. Zbior wszyst-
kich wspolnych dzielnikoéw A jako zbior niepusty i skonczony ma element naj-
wiekszy, i element ten nazywamy najwiekszym wspolnym dzielnikiem A, a
oznaczamy NWD(A) = NWD(ay, as, ... ). Dla zbioru A = {a1,as,...,a,}
skoriczonego rozwazmy zbior wszystkich wspolnych wielokrotno$ci, czyli liczb
naturalnych bedacych wielokrotno$ciami kazdego elementu A. Jest to zbior
niepusty, gdyz zawiera iloczyn ay - as - ... - a,. Jako podzbior zbioru liczb
naturalnych zawiera element najmniejszy, ktory oznaczamy NWW (A) =
NWW (ay,...,a,) i nazywamy najmniejsza wspolna wielokrotnoscia A.

Fakt 1.3. Kazda wspdlna wielokrotnosé danego zbioru A jest podzielna przez

NWW (A).

Dowdd. Niech W bedzie wspolng wielokrotnoscig elementow A. Podzielmy
W przez NWW (A) z reszta:

W=k NWW(A) +r, kreZ 0<r<NWW(A).

Wtedy 7 = W — NWW(A) jest wspolng wielokrotnoscig A, a skoro r <
NWW (A), to musi byé¢ r = 0. O

Fakt 1.4. Niech D bedzie wspolnym dzielnikiem zbioru A. Wtedy D dzieli
NWD(A).



Dowdd. Wezmy dowolna liczbe a € A. a jest wspolng wielokrotnoscig D i
NWD(A), a w takim razie, zgodnie z poprzednim Faktem,

NWW (D,NWD(A)) | a.

Skoro a byta dowolna z liczb ze zbioru A, to w takim razie NWW (D, NWD(A))
jest wspolnym dzielnikiem liczb ze zbioru A. W takim razie

NWW (D, NWD(A)) < NWD(A).
Musi wiec zachodzi¢ rownos¢ NWW (D, NWD(A)) = NWD(A) i w takim

razie

D |NWD(A).

Fakt 1.5. Dla dowolnych liczb a,b € N zachodzi wzor
a-b=NWD(a,b)NWW(a,b).

Dowdd. a-b jest wspolng wielokrotnoscig obu swoich czynnikéw, wiec zgodnie
z Faktem 1.3
NWW a,b)|a-b,

czyli istnieje n € N takie, ze
a-b=n-NWW(aq,b).
Z drugiej strony istnieje k& € N takie, ze NWW (a,b) =k - a, a wiec
a-b=n-k-a = b=n-k,

czyli n jest dzielnikiem b. Podobnie mozemy pokazaé, ze n ! a, a wiec n jest
wspolnym dzielnikiem, czyli, na mocy Faktu 1.4

n|NWD(a,b). (1.1)

Z drugiej strony

a=r-NWD(a,b), b=s-NWD(q,b),
czyli r - s - NWD(a, b) jest wspolng wielokrotnoscia a i b, a wiec

r-s-NWD(a,b) =m-NWW(a,b),

czyli
n-r-s-NWD(a,b) = nnmNWW (a,b) = m-a-b=m-r-sNWW (a,b) NWW a,b).
skracajac, otrzymujemy

n=m-NWD(a,b) = NWD(a,b)|n,
co w polaczeniu z (1.1) daje n = NWD(a, b). O



Liczby wzglednie pierwsze
Jezeli NWD(a,b) = 1 to moéwimy, ze a i b sa wzglednie pierwsze.
Fakt 1.6. dla dowolnych liczb a,b € N liczby

a b

e . —
NWD(a,b)’ NWD(a, b)

sq wzglednie pierwsze.

Dowdd. Niech d = NWD(k, ). Liczba d - NWD(a,b) jest wtedy wspdlnym
dzielnikiem a i b, a skoro NWD(a,b) jest najwiekszy, to d < 1 czyli d =
1. O

Fakt 1.7. Jezeli NWD(a,b) =1 i c € N, to NWD(ac, bc) = c.
Dowad. liczba c jest wspolnym dzielnikiem ac i be, a wiec
¢| NWD(ac, be).

Mamy
u-c=NWD(ac,bc) oraz a-c=k-NWD(ac,bc),

czyli

k-u-c=k-NWD(ac,bc)=a-c = k-u=a = ula.
Podobnie u ‘ b, a wiec u jest wspolnym dzielnikiem a i b, a wiec u = 1 czyli
¢ = NWD(ac, be). O
Fakt 1.8. Jezelic|a-b i NWD(a,c) =1 to c|b.

Dowdd. ¢ jest wspolnym dzielnikiem ab i be. Poniewaz NWD(a,c¢) =1 to z
Faktu 1.7 mamy NWD(ab, bc) = b. Tak wiec c¢|b. O

Fakt 1.9 (Zasadnicze twierdzenie arytmetyki). Jezelia,b,c € N, NWD(a,c) =
1 oraz NWD(b,c¢) =1 to takze

NWD(a-b,c) = 1.

Dowdd. Niech v = NWD(a - b,¢). Wtedy u | ciu } a-b. Zauwazmy, ze u
i a musza by¢ wzglednie pierwsze: jakikolwiek wspoélny dzielnik u i a jest
tez wspoOlnym dzielnikiem ¢ i a. Z Faktu 1.8 u | b. u jest wiec wspolnym
dzielnikiem b i ¢, czyli zgodnie z zalozeniem u = 1. O]



Liczby pierwsze

Liczba naturalna p > 1 nazywa sie liczba pierwsza, jezeli 6(p) = 2, czyli
jedynymi dzielnikami p sa 1 i p. Zauwazmy, ze 1 nie uwazamy za liczbe
pierwsza, 1 najmniejsza liczba pierwsza jest 2. Jest to takze jedyna parzysta
liczba pierwsza.

Twierdzenie 1.10. Kazda liczba naturalna n > 1 ma przynaymniej jeden
dzielnik bedqg cy liczbg pierwszq.

Dowadd. Skoro n > 1 to n ma dzielniki wieksze od 1, na przyktad samo n.
Niech p bedzie najmniejszym sposrod wszystkich dzielnikow n wiekszych od
1. Liczba p jest albo pierwsza, i wtedy twierdzenie zachodzi, albo sama ma
dzielnik d, r6zny od piod 1: 1 <d < p, d ‘ p. Ale wtedy d jest dzielnikiem
n, wiekszym od 1, i mniejszym od p, co jest sprzeczne z wyborem p. Liczba
p musi wiec by¢ pierwsza. ]

Uwaga: W praktyce taki dzielnik moze by¢ trudno znalez¢. Na przyktad
nie znamy zadnego dzielnika pierwszego liczby 2?7 — 1. (Liczba ta ma 78
cyfr.)

Fakt 1.11. Dla kazdej liczby naturalnej n istnieje liczba pierwsza wieksza od
niej.

Dowdd. Dowdd przeprowadzimy nie wprost. Zaldézmy, ze wszystkie liczby
pierwsze s mniejsze lub rowne n. Rozwazmy liczbe m = n! 4+ 1. Na mocy
Twierdzenia 1.10 liczba ta ma dzielnik bedacy liczba pierwsza. Ale zaden
dzielnik m nie moze by¢ mniejszy lub réwny n: poniewaz dzielnik taki bytby
rowniez dzielnikiem n!, a w konsekwencji dzielnikiem 1. ]

Whniosek 1.12. Liczb pierwszych jest nieskoriczenie wiele.

n-ta kolejnag liczbe pierwsza oznaczamy p,: p1 =2, po =3, p3 =5,....
Miliony poczatkowych wyrazow tego ciagu sa znane, na przyktad pigo = H41.
Najwieksza znana liczba pierwsza to 2123 — 1, ma 3376 cyfr. Miliardowa
liczba pierwsza ma 11 cyfr, ale nie potrafimy jej wypisa¢. W dzisiejszych
czasach najwiekszym zainteresowaniem, ze wzgledu na zastosowania w kryp-
tografii, ciesza sie liczby pierwsze o kilkudziesieciu — kilkuset cyfrach dzie-
sietnych.



Liczby Fermata

Liczby Fermata to liczby postaci
F,=2"+1, n=0,1,2,...

May wiec Iy = 3, Fy =5, Iy, = 17, F3 = 257, F, = 4097,... Fermat
przypuszczal, ze wszystkie liczby F), sa pierwsze, ale okazalo sie, ze tak nie
jest, na przyktad F5 nie jest pierwsza. Zagadnienie zwigzane z tymi liczbami
sa jednak wystarczajaco interesujace, i od kilkuset lat sa obiektem badan.
My udowodnimy prosty fakt dotyczacy tych liczb, ktory wykorzystamy do
oszacowania ,gestoscizoztozenia liczb pierwszych wsrod liczb naturalnych.

Fakt 1.13. Dla m # n liczby Feramata F,, i F,, sq¢ wzglednie pierwsze.

Dowadd. Liczby m i n sa rozne, i niech m bedzie wieksza: 0 < n < m. Istnieje
wiec k € N taka, ze m = n + k. Niech

NWD(FE,,, F,) = d.

Naszym celem jest pokazanie, ze d = 1. Zalézmy wiec, ze d > 1, a w takim
razie d ma dzielnik pierwszy p. Istnieje wiec liczba pierwsza p taka, ze p ‘ E,
ip | F,,. Istnieje wiec u € N takie, ze

k

Fo=2" 4 1=u-p, = 22" =922 _ (22") = (u-p—1)%.
Ale
k
(u-p—1)* =s-p+1 (1.2)

dla pewnej liczby s € N. Wynika to wprost ze wzoru dwumianowego New-
tona:

(np— 1) = Z (3 )= +Z (7 )esev

czyli, skoro potega 2% jest parzysta, otrzymujemy (1.2), gdzie

2k ok
_ Hol=1(_1 2’@1_
=3 (%)
Mamy wiec . .
22m:22+n:(u_p_1)2 :5'p+1,

czyli
F,=2"+1=s-p+2.

Poniewaz, jak zaltozylismy, p ‘ F,,, wiec takze p|2 czyli p = 2, a to jest nie-
mozliwe, gdyz wszystkie liczby Fermata sa nieparzyste. ]
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Niech ¢, bedzie najmniejszym pierwszym dzielnikiem liczby F;,. Dla m #
N Gm 1 G s8 r6zZnymi liczbami pierwszymi. Ciag qo, g1, G2, - - - , ¢n—1 sktada sie
wiec z n r6znych liczb pierwszych z ktorych kazda jest mniejsza od 22" 41 <
22" Dla dowolnego n € en istnieje wiec co najmniej n liczb pierwszych
mniejszych od 22",

Whiosek 1.14.
pn < 2%

Uwaga: Mozna udowodnié¢, ze p,11 < 2 - p,. Wynika stad, ze dlan > 1
mamy p, < 2".

Sito Eratostenesa

Chcemy wyznaczy¢ wyznaczy¢ wszystkie liczby pierwsze nie wieksze od za-
danej liczby naturalnej n. Stosowany w tym celu algorytm to tak zwane sito
Eratostenesa. Wypisujemy wszystkie liczby 2,3, ..., n. Najmniejsza (2) ,od-
ktadamy”, a z pozostatych na liScie wykres§lamy wszystkie liczby podzielne
przez 2. Operacje iterujemy, to znaczy ,odkladamy” najmniejsza z pozosta-
tych na liscie liczb (w drugim obiegu bedzie to 3) i wykreslamy z listy liczby
podzielne przez nig. W ten sposéb uzyskujemy ciag liczb ,odtozonych”, ktore
oczywidcie sa pierwsze, a na lidcie pozostaje coraz to mniej liczb. Poniewaz
przy kazdej iteracji usuwamy (,odkladamy”) z listy najmniejsza liczbe, to
w koricu najmniejsza pozostala na liscie liczba spelnia p > /n. W tym
momencie ,odsiewanie” mozemy zakonczy¢ — tatwo zauwazy¢, ze wszystkie
ewentualnie pozostate na liscie liczby sa pierwsze, i mozna je hurtem ,odto-
AL

Badanie pierwszosci liczb jest wiec zawsze wykonalne. Z reguly nie jest to
jednak praktycznie wykonalne, i na przyktad do dzi§ nie wiadomo, czy liczba
Fermata F}7 jest pierwsza. Na tej praktycznej niewykonalnosci opieraja sie
wspoltczesne metody szyfrowania.

Rozklad na czynniki pierwsze

Liczb naturalna n > 1 ktéra nie jest pierwsza nazywa sie liczba ztozona.
Innymi stowy liczba zlozona to taka, dla ktorej 6(n) > 2.

Fakt 1.15. Kazda liczba naturalna n > 1 jest albo pierwsza, albo jest iloczy-
nem liczb pierwszych.

Dowdd. Zastosujemy indukcje. Fakt jest oczywiscie prawdziwy dla wszyst-
kich liczb naturalnych n < 3: istnieje tylko jedna liczba > 11 < 3, i jest ona



pierwsza. Niech wiec n > 3, i zalézmy, ze Fakt jest prawdziwy dla wszystkich
liczb m < n. Pokazemy, ze jest rowniez prawdziwy dla n. Jezeli n jest pierw-
sza, to dowod zakonczony. Jezeli nie jest pierwsza, to ma dzielnik pierwszy
p,n=p-m, 1 <pm<n. Z zalozenia indukcyjnego m jest albo pierwsza,
albo jest iloczynem liczb pierwszych. W obu przypadkach n jest iloczynem
liczb pierwszych, czyli krok indukcyjny jest prawdziwy. O]

Wydzielajac kolejno najmniejsze pierwsze dzielniki otrzymujemy rozktad
dowolnej liczby naturalnej m na czynniki pierwsze

m=pitpyt .. Dy (1.3)
gdzie aq,as,...,as € N, p1,p2,...,ps 58 pierwsze i p; < pg < -+ < ps.

Fakt 1.16. Rozwiniecie (1.3) jest jednoznaczne, to znaczy, jezeli

PPy Pl =g g g (1.4)

gdzie p1,...,Dsy Q1 --.,Q: SG pierwsze i uporzgdkowane rosngco, czyli p1 <
P2 < <DPs, 1 < G2 <<, to

S:t, Vizl,...,spi:qi, alzbz

Dowad. Jezeli py jest rozna od kazdej z liczb ¢, . .., ¢ to jets z kazda z nich
wzglednie pierwsza. W takim razie, zgodnie z zasadniczym twierdzeniem
arytmetyki (Fakt 1.9) jest wzglednie pierwsza z ich iloczynem, czyli z m.
Oczywiscie jest to sprzecznosé, czyli p; = ¢; dla pewnego 7. p; jest z definicji
najmniejszym pierwszym dzielnikiem m, a ¢; < ¢;, wiec p; = ¢,. Zauwazmy,
ze takze a; = b;. W przeciwnym razie, jezeli a; > by, to obie strony (1.4)
dzielimy przez plf. Otrzymujemy

a1—b1 ao

Pyt =g g,

Teraz p; dzieli lewa strone, ale jest wzglednie pierwsze z prawa, co jest nie-
mozliwe. Podobnie gdy a; < by, wtedy obie strony dzielimy przez p{'. Mu-
simy wiec mie¢ a; = b;. Dzielimy wiec obie strony rownosci (1.4) przez
wspoélna wartosé pit = qlfl, i powtarzamy procedure. Zauwazmy, ze w koricu
takze otrzymamy s = t. O]

Wnhiosek 1.17. Jezeli liczba m € N ma rozktad na czynniki pierwsze (1.3)
to

O(m) = (a1 +1)(ag +1)---(as + 1).
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Dowdd. Jezeli d | m to dzielniki pierwsze d sa tez dzielnikami pierwszymi m.
Rozklad d na czynniki pierwsze wyglada wiec nastepujaco:

d=py"-pp®--pl, 0<mi<a, i=1,...s (1.5)

Zauwazmy, ze wszystkich mozliwych rozwinie¢ postaci (1.5) jest dokladnie
(ar +1)(ag+1)---(as+1). O

Przyklad: Znajdziemy wszystkie liczby m, dla ktorych (m) = 3. Liczba
3 ma tylko 2 dzielniki, 11 3, wiec oczywiscie w rozwinieciu (1.3) mamy s = 1
oraz a; = 2. Wynika stad, ze m = p?, gdzie p jest dowolng liczbg pierwsza.
Liczby m sa wiec kwadratami liczb pierwszych: m = 4,9,25,49, .. ..

Wyznaczanie NWD i NWW

Jezeli znamy rozktady na czynniki pierwsze

m=pit-ps .. P, n:qll’l-qSQ-...-qft, (1.6)

wtedy tatwo wyznaczy¢ NWD(m,n) i NWW (m,n). Najwiekszy wspolny
dzielnik to iloczyn liczb pierwszych, ktore wystepuja w obu rozktadach (1.6),
w mniejszej z obydwu poteg, a najmniejsza wspélna wielokrotnosé to iloczyn
wszystkich liczb pierwszych wystepujacych w ktérymkolwiek z rozktadow
(1.6), w wiekszej ze swoich poteg. Latwo to sprawdzi¢ badajac podzielnosé
i korzystajac z zasadniczego twierdzenia arytmetyki (Fakt 1.9). Powyzsze
odnosi sie rowniez do wiekszej ilosci liczb.

Przyklad: a = 360, b = 270, ¢ = 420. Mamy wiec a = 23-32.5,b=2-33.5
oraz ¢ = 2%.3.5-7. Tak wiec

NWD(a,b,c) =2-3-5, NWW(a,b,c)=2%-3-5.-7=8-27-35 = 7560.

Algorytm Euklidesa

Niech m,n € N. Wyznaczymy NWD(m,n) nie korzystajac z rozkladu na
czynniki pierwsze. Postepujemy wedlug nastepujacej procedury. Jezeli m =
n to oczywiscie NWD(m,n) = m = n i koniec. Zaldézmy wiec, ze jedna z
liczb jest wieksza, powiedzmy m > n. Wtedy

m=k-n+r, 0<r<n.

Jezeli r = 0 to oczywiscie n|m czyli NWD(m,n) = n zostal wyznaczony.
Zalozmy wiec, ze r > 0. Kazdy wspoélny dzielnik m i n jest tez dzielnikiem r
(gdyz r = m—Fk-n), a wiec wspolnym dzielnikiem n i 7. Z drugiej strony kazdy
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wspolny dzielnik n i r jest tez dzielnikiem m, a wiec wspolnym dzielnikiem
m in pary m, n oraz n, v maja wiec te same wspolne dzielniki, wiec takze

NWD(m,n) = NWD(n,r).

Zagadnienie znalezienia NWD dwoch liczb sprowadzilismy do takiego sa-
mego zagadnienia, ale dla dwoch mniejszych liczb. Mozemy kontynuowaé
procedure. Oznaczmy n; = m, ng = n, ng = r. W kazdym kolejnym kroku
utworzymy nowy element ciagu: jezeli ng # 0 to ngi jest reszta z dzielenia
NE—1 Przez nyg:

Ng—1 = S+ Nk + Ng41, 0 < ngyq < ng.

Powtarzajac rozumowanie z poprzedniego akapitu widzimy, ze na kazdym
kroku mamy

NWD(nk,l, le) = NWD(TLk, nk+1>.

Procedura ta musi si¢ w pewnym momencie urwaé, to znaczy ciag ny (ktory
jest $cisle malejacy) musi w koncu osiagna¢ 0. Niech ng bedzie ostatnim
niezerowym wyrazem naszego ciagu. Oznacz to, ze ng | ns—1 (gdyz reszta z
dzielenia jest rowna zero), innymi stowy

NWD(n,_1,ns) = ns.

Oczywiscie, otrzymujemy w koncu najwiekszy wspolny dzielnik, ktorego szu-
kaliSmy:
NWD(m,n) = ns.

Opisana powyzej procedura znajdowania najwiekszego wspolnego dzielnika
to tak zwany algorytm Euklidesa. Podobna procedura przydaje sie w wielu
sytuacjach. Algorytm Euklidesa mozna stosowa¢ w przypadku wiekszej ilosci
liczb. Niech ay,as,...,a, beda parami rézne i uporzadkowane a; > as >
<o > ap, n > 2. Wykonujemy nastepujace dzielenia z reszta:

ar = kian + 11,

as = kaay, + 12,

Ap—1 = knflan + Tn-1,

gdzie 0 < r; < a,. Jezeli wszystkie reszty sa zeramiry =ry =--- =1r,_1 = 0,
to oczywiscie a, |a; 1 = 1,2,...,a,_1 1 otrzymujemy

NWD(ay,as, ... ,a,) = ay.
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Zatozmy wiec, ze nie wszystkie reszty sa zerami. Odrzuémy te, ktore sa ze-
rami, i zatrzymajmy tylko te niezerowe. Oczywiscie, jezeli r; = 0 to znaczy, ze
an | a;, czyli odrzucenie takiej liczby z listy nie wplynie na wspolne dzielniki.
Niech wiec r1,...,7s beda pozostalymi, niezerowymi resztami. Zauwazmy,
ze wspolne dzielniki uktadu liczb aq, as, ..., a, i uktadu liczb ri,rs, ..., 74, a,
sa te same, a wiec takze

NWD(ay,as,...,a,) = NWD(r,79,...,7s,ay).

Wykonalismy wiec redukcyjny krok algorytmu Euklidesa. Wykonujac dalej
takie kroki z konieczno$ci dojdziemy do momentu, w ktéorym wszystkie reszty
7z dzielenia beda zerami, i ostatecznie ostatnia na lidcie liczba bedzie szuka-
nym dzielnikiem.

Przyktlad: Stosujac algorytm Euklidesa znajdziemy N'WD(420, 350, 270, 225).
Wykonujemy dzielenia:
420 =1-2254+ 195

360 =1-2254 135
270 =1-225 + 45.

Rozpatrzmy wiec NWD(225, 195, 135, 45). Wykonujemy kolejne dzielenia

225=5-45+0
195 =4-454+15
135 =3-45+0.

Pozostaja tylko dwie niezerowe liczby 15, 45. Latwo zauwazy¢, ze NWD(15,45) =
15, a wiec takze
NWD(420, 360, 270, 225) = 15.

Ciekawostki

(a) Jak wspomnielismy wezesniej (bez dowodu) p,i1 < 2p,, gdzie p, jest n-
ta kolejna liczba pierwsza (uwaga po Wniosku 1.14). Niech m bedzie liczba
naturalng wieksza lub réwng 2. Niech p,, bedzie najwieksza liczba pierwsza
< m. Oczywidcie taka liczba istnieje, bo zbior liczb pierwszych nie wiekszych
niz m jest skonczony. Wtedy kolejna liczba pierwsza p,,11 jest wieksza niz
m, a z drugiej strony p,i1 < 2p, < 2m. Widzimy wiec, ze dla dowolne]
liczby naturalnej m > 2 istnieje liczba pierwsza pomiedzy m i 2m. Wrycia-
gniemy stad wniosek, ze dla dowolnej liczby naturalnej n istnieja co najmniej
3 liczby pierwsze majace doktadnie n cyfr dziesietnych. Wynika to z faktu, ze
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mamy nastepujace 4 liczby dokladnie n-cyfrowe: 1-1071 2.10""1, 4.10"!
i 8-10"!. Pomiedzy kazday sgsiadujaca para istnieje liczba pierwsza, i ma,
doktadnie n cyfr dziesietnych.

(b) Wiadomo, ze liczby pierwsze (poza 2) sa nieparzyste. Okazuje sie, ze w
pewnym sensie sposrod liczb nieparzystych tatwiej by¢ liczba pierwsza licz-
bom postaci 4k + 3 niz liczbom postaci 4k + 1 (zauwazmy, ze wszystkie liczby
nieparzyste maja jedna z tych form, dla jakiego$ catkowitego, nieujemnego

Fakt 1.18. Kazda liczba naturalna postaci n = 4k+3 ma przynajmniej jeden
dzielnik pierwszy tej samej postaci.

Dowdd. Niech p bedzie najmniejszym dzielnikiem liczby n = 4k + 3 tej samej
postaci. Zbior takich dzielnikéw jest niepusty, gdyz na przyktad nalezy do
niego sama liczba n. Istnieje wiec jego element najmniejszy. Jezeli liczba
p jest pierwsza, to fakt jest udowodniony. Jezeli nie jest pierwsza, to ma
rozktad

p=d-e, 1 <d,e<p.

Zaden z czynnikow d, e nie jest parzysty, gdyz wtedy parzysta bylaby liczba
p, a w konsekwencji takze n, co jest nieprawda. Kazdy z dzielnikow d,e
ma wiec jedna z postaci 4 + 1 lub 4/ + 3. Zauwazmy, ze nie moga oba by¢
pierwszej postaci. Gdyby tak bylo, to mielibySmy

P = d-e= (4[1 + 1)(4[2 + 1) = 4(4l1l2 + ll + lg) + 1,

co jest sprzeczne z definicja p: p jest postaci 41+ 3. Jeden z czynnikéw d lub
e (tatwo zauwazy¢, ze dokladnie jeden) musi wiec by¢ postaci 41 + 3 co jest
sprzeczne 7z zalozeniem, ze p jest najmniejszym dzielnikiem n tej postaci. [

Whniosek 1.19. Dla kazdej liczby naturalnej n istnieje liczba pierwsza postaci
4k 4 3 wieksza od n. Liczb pierwszych postaci 4k + 3 jest wiec nieskornczenie
weele.

Dowdd. Liczba n! — 1 jest postaci 4k + 3 (dla n < 4), a wiec ma pierwszy
dzielnik tej samej postaci. Jednak zaden jej wlasciwy dzielnik nie moze by¢
dzielnikiem n!, gdyz wtedy bylby takze dzielnikiem 1. Poniewaz wszystkie
liczby < n sg dzielnikami n!, wiec pierwszy dzielnik n postaci 4k + 3 musi
by¢ wiekszy od n. Ostatnie stwierdzenie wniosku jest w zwiazku z tym
oczywiste. O

Powyzsza obserwacje mozemy rozwina¢. Wiemy, ze liczby pierwsze > 3
nie s3 podzielne ani przez 2 ani przez 3. W takim razie reszta z dzielenia
takiej liczby przez 6 moze wynies¢ tylko 1 albo 5. Jak pokazuje nastepujacy
fakt reszta 5 jest uprzywilejowana.
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Fakt 1.20. Kazda liczba naturalna postaci n = 6k+5 ma przynajmniej jeden
dzielnik pierwszy tej samej postaci.

Dowdd. Dowdd jest taki sam, jak dowod Faktu 1.18. Zauwazmy, ze iloczyn
dwoch liczb jest postaci 6k + 5 doktadnie wtedy, gdy jeden z czynnikow jest
postaci 641 a drugi postaci 6/+5. Korzystajac z tej obserwacji postepujemy
dalej tak samo jak w dowodzie Faktu 1.18. O]

Fakt ten ma podobny wniosek.

Whniosek 1.21. Dla kazdej liczby naturalnej n istnieje wieksza od niej liczba
pierwsza postaci 6k + 5. Liczb pierwszych tej postaci jest wiec nieskoriczenie
wiele. O

Réwnania diofantyczne

Roéwnanie nazywa sie diofantyczne, jezeli dotyczy liczb catkowitych, w szcze-
golnosci jezeli szukamy tylko catkowitoliczbowych rozwiazan. Przyjrzyjmy
sie diofantycznemu réwnaniu liniowemu stopnia 1:

ar+by =1, a,be N, € Z. (1.7)

Szukamy rozwigzan z,y € Z. Zastosujemy algorytm Euklidesa. Przypo-
muijmy, ze majac dwie liczby naturalne a,b € N, powiedzmy a > b algorytm
Euklidesa daje nam $cisle malejacy, skoriczony ciag

ny>ng > - >ng >0,

w ktorym kazda kolejna liczba n; jest reszta z dzielenia n,_o przez n;_q,
a =mn1, b =ny. Wiemy, ze w takiej sytuacji

NWD(ni,ns) = NWD(ng,n3) = --- = NWD(n,_q,n,) = n,.

Niech wiec rownaniu (1.7) @ > b i oznaczmy n; = a, ny = b. Poniewaz
n1 = q1 - Ne + N3, to mamy

nx +ngy =1 = (q1 - ne +n3)x + noy =1, (1.8)

czyli
noxy +nzy; =1, gdzie Yy ==z, x=qx+Y. (1.9)

Rozwiazanie rownania (1.8) daje wiec rozwiazanie rownania (1.9) i na odwrot,
gdyz x,y mozna odtworzy¢ z x1,y1: T = y1, ¥y = 1 — q1y1. Jezeli ng # 0 to
mozemy kontynuowaé regresje:

N3To + Nays = [ Yo = T1, T2 = Q21+ Y1-
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Kontynuujac dochodzimy w kornicu do
Ns—1T5—2 + NgYs—2 = L,
ktore jest tatwo do rozwigzania. Mamy n, ‘ Ns—2, & WIEC Ng_1 = (s_1MNs, Czyli
N (Qs—1 - Ts—2 + Ys—2) = L,
lub, podstawiajac xs_1 = ¢s—1Ts—2 + Ys—2
Ng - Ts_q = L. (1.10)

To ostatnie réwnanie ma rozwigzanie doktadnie wtedy, gdy ng | [, 1w takim
przypadku rozwiazanie tatwo obliczy¢. Jezeli rozwiazanie (1.10) istnieje, to
mozemy odtworzy¢ wszystkie kolejne pary rozwigzan. W pierwszym kroku
mozemy przyja¢ dowolne catkowite z,_o (na przyktad 0) i nastepnie ys o =
Ts—1 — (s—1 - Ts—2. Nastepnie stosujemy zaleznosé (xo = z, yo = y)

Tic1 = Yi, Vi1 = Ti — i * Vi, i=(s—1),...,1L (1.11)
Udowodniliémy w ten sposéb nastepujacy wniosek.

Wnhiosek 1.22. Rozwigzanie réwnania (1.7) w liczbach catkowitych istnieje
wtedy 1 tylko wtedy, gdy
NWD(a,b) | .

W szezegolnoSci zawsze istnieje rozwigzanie w liczbach catkowitych rownania
a-z+b-y=NWD(a,b).

]

Przyktlad: Jako ilustracje procedury znajdowania rozwiazania rozwazmy
rOwnanie
119 -2 4+ 105 -y = 28.

Mamy 119 = 1105 + 14, wiec powyzsze rownanie redukuje sie do
10521 + 14 - y; = 28.
Dalej 105 = 7 - 14 + 7 i otrzymujemy

7I3:28
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Rekurencyjnie, stosujac zaleznos¢ (1.11) odtwarzamy teraz rozwigzania po-
przednich rownan. 7Z xs odtwarzamy pare xs i Y2, przy czym mamy dowolnos¢
wybory xy. Wezmy x5 = 0 i otrzymujemy y, = 4. Stad x1 = yo = 4,

Y1 =Ty —q 11 =0—-7-4=-28.
Dalej x = y; = —28 oraz
y=x1—q-yp=4—1-(—28) =4+28 = 32.

Mamy wiec szukane rozwigzanie.

Whniosek 1.22 mozna uogdlni¢ na wieksza liczbe niewiadomych. Zrébmy
jeszcze nastepujaca uwage. Zmiana znaku nie wplywa na podzielno$é jednej
liczby przez druga. W takim razie zbiory dzielnikow liczb a i —a sg iden-
tyczne. Rozwazajac najwiekszy wspolny dzielnik zbioru liczb nie musimy
ograniczac sie do liczb naturalnych, mozemy rozwazaé¢ dowolne liczby catko-
wite. Poniewaz kazda liczba jest dzielnikiem 0, wiec jezeli chcemy mowic o
najwiekszym wspolnym dzielniku zbioru liczb catkowitych, to przynajmniej
jedna z liczb tego zbioru musi byé¢ rozna od zera. Zwrdémy uwage, ze co
prawda rozwazamy liczby catkowite, to bierzemy pod uwage jedynie dzielniki
naturalne, czyli NWD jest zawsze liczbg naturalng, i mamy prosta wtasnosé:

NWD(ay,as,...,a,) = NWD(Jay|, |as|, ..., |an|).

Takie rozszerzenie pojecia najwiekszego wspolnego dzielnika akurat pasuje
do ponizszego twierdzenia.

Twierdzenie 1.23. Dlan > 1 i liczb catkowitych ay,as ..., a, z ktorych nie
wszystkie sa zerami istniejq liczby catkowite &1,&s, . .., &, takie, Ze

aq ‘51 +(12 '62 + - +6Ln é-n = NWD(GI,CLQ,...,CLTL). (]_]_2)

NWD(ay,as, ...,ay,) jest nagmniejszq liczbg naturalng, ktorg da sie przed-
stawié w tej postaci (dla pewnych &, ..., &,).

Dowdd. Rozwazmy zbior A tych liczb naturalnych m, ktore da sie przedsta-
wi¢ w postaci (1.12). Zauwazmy, ze jest to zbior niepusty. Jezeli ap # 0, to
albo ay albo —ay, jest liczba naturalna, i nalezy do A:

ag=a1-04+ay- 0+ ---+ar-1+ap1-0+---4a,-0
(—ax) =ar1-0+as- 04 +ap - (=) +ap1-04+-+a,-0

Niech d bedzie najmniejszym elementem zbioru A. Mamy wiec, dla pewnych

§1’€27"'7§n
d=a1 -+ +an- & (1.13)
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Zalozmy, ze inna liczba naturalna, m, tez ma reprezentacje tej postaci:
m=ay -1+ -+ ay - Ty (1.14)

Pokazemy, ze d | m. Liczba m jest wieksza lub rowna d, wiec m = q-d + r,
gdzie 0 < r < d. Obie strony réwnosci (1.13) pomno6zmy przez ¢ i odejmijmy
stronami od rownosci (1.14):

qg-d=a1-q-&+ -+ an- g6
q.d—f—r:al.xl_}_..._’_an.xn
r:al(xl—Qﬁ)‘i“f‘an(xn—an)
Gdyby r» > 0, to byloby to sprzeczne z zalozeniem, ze d jest najmniejsza
liczba w A. Musi wiec byé¢ r = 0 czyli istotnie d ‘ m. Kazda liczba catkowita
(niekoniecznie naturalna, gdyz zmiana znaku nie wplywa na podzielnosc¢),
ktora mozna przedstawi¢ w postaci (1.14) dzieli sie wiec przez d. Wiemy,
ze wszystkie niezerowe liczby a, maja takie przedstawienie, a wiec d dzieli
kazda liczb ay:
d ag, k:1,2,...,n.

Liczba d jest wiec wspolnym dzielnikiem wszystkich wspotczynnikow aq, . . . a,.
7 drugiej strony, oczywiscie, kazdy wspolny dzielnik tych wspotczynnikow
jest tez dzielnikiem d, a wiec

d=NWD(ay,...,a,).
0

Uwaga: Zauwazmy, ze powyzszy dowod nie daje praktycznej procedury zna-
lezienia rozwigzania rownania (1.12), a jedynie zapewnia istnienie. Natomiast
w przypadku n = 2 dowod Wniosku 1.22 daje taka praktyczng procedure.

Whniosek 1.24. Liczby ay, . . . a, sq wzglednie pierwsze < istniejq liczby cat-
kowite &1, ... &, takie, Ze

ar-&tag-Sotta,- =1 0O

Z Twierdzenia 1.23 mozemy wyciagna¢ wniosek analogiczny do Wniosku
1.22, ktory weze$niej udowodniliémy w przypadku 2 niewiadomych.

Whniosek 1.25. Réwnanie
m=ay-x1+ -+ a, T, (1.15)

gdzie liczby a1, as,...,a, i m sq catkowite (nie wszystkie a; rdwne 0), n >
2 ma rozwigzanie w liczbach catkowitych wtedy 1 tylko wtedy, gdy m jest
podzielna przez NWD(aqy, ao, . .., a,).
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Dowdd. Oznaczmy d = NWD(ay, ..., a,). Jezeli rozwigzanie rownania (1.15)
istnieje, to wstawiajac do niego a; = d - b; otrzymujemy

m=d-by-xy+--+d-by-xyp=d-(by-x1+ -+ by 1), (1.16)

czyli istotnie d ‘ m. Z drugiej strony zalézmy, ze d ! m, czylim = d-k. Wiemy,
ze liczby b; = a;/d sa wzglednie pierwsze, czyli w mysl Wniosku 1.24 istnieja
liczby caltkowite &1, ..., &, takie, ze

by & +by- ot + by & =1
FLatwo zauwazy¢, ze liczby x; = k - & stanowia rozwiazanie rownania (1.15):
a1 T4 ATy = ay-k-E 4 Aan k& = dok-(by-E+- - +bp-&) = d-k = m.
O]

Podamy teraz procedure, przy pomocy ktérej mozna rozwigza¢ rOwnania
(1.15) w przypadku n > 2. Zaldzmy, ze istnieje takie rozwiazanie, czyli
liczby catkowite 1, ...z, dla ktorych zachodzi (1.15). Przeksztatcajac (1.15)
otrzymujemy

a1 -1+ a2 To+ - "+ Ap_1 Tp1 =M — Ay " Tp.

Wiemy, ze rozwigzanie powyzszego réwnania (czyli liczby x4, ..., 2,1 — z,
jest ustalone) istnieje. Jezeli wiec d = NWD(ay,...,a,-1), to zgodnie z
Whioskiem 1.25 d ‘ (m — a, - x,). Istnieje wiec liczba calkowita, nazwijmy ja
Tnt1, taka, ze

d-Tpi1 =M=y Ty = Qp Ty+d Tp =m. (1.17)

/najac a,, d i m mozemy znalez¢ x,, oraz x,., korzystajac z procedury opar-
tej o algorytm Euklidesa, opisanej w dowodzie Wniosku 1.22. W ten sposéb
y,hadgryzlismy” problem znalezienia rozwigzania x4, ...,z,: znalezliSmy z,.
Pozostaje kontynuowa¢ analogicznie, i znalez¢ pozostate liczby ;.

Przyklad Rozwiazemy réwnanie
12-2+15-y+7-2=11.

Mamy NWD(12,15,7) = 1 | 11, czyli rozwigzanie istnieje, musimy je tylko
znalez¢. Obliczamy NWD(12,15) = 3, i formulujemy réwnanie (1.17):

7-z+3-t=11.
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To jest rownanie z dwoma zmiennymi, wiec rozwigzujemy je zwykta proce-
dura stosujac algorytm Euklidesa. Mamy 7 = 2 -3 4 1, czyli przeksztalcone
rOwnanie ma postac:

3-z1+1-t, =11, gdzie t, =12, z1=2-2z+1t.

Widzimy wiec, ze 3 - 2 +t; = 11. Mozemy wybra¢ z; dowolnie, i oznaczmy
nasz wybor k. Wtedy t; =11 -3 -k, czyliz =11 -3 -koraz t =k —2-
(11 = 3-k) =7k — 22. Pozostalo nam do rozwigzania rownanie

12-24+15-y=11-7-(11-3-k)=21-k—6-11,
czyli, po skroceniu przez 3
4-24+5-y=7-k—22.
Kontynuujemy: 5=1-4+1, a wiec
4-z1+1-y1=7-k—22 gdzie y1 =y, v11=1-2+y.

Za x; mozemy podstawi¢ dowolna liczbe catkowita, nazwijmy ja . Wtedy
1 =7-k—4-1—22. Wracajac do pierwotnych zmiennych otrzymujemy

r=—-7-k+5-14+22, y=7-k—4-1-22, z=11-3-k.

Roéwnania wyzszych stopni

Rownanie
2’ +y? =27 (1.18)

nazywa sie roOwnaniem Pitagorasa. Szukamy rozwigzan réwnanie Pitago-
rasa wérod liczb naturalnych. FLatwo zgadnaé¢ rozwigzanie: z = 3, y =41
z = 5. Rozwiazanie nazywamy wtasciwym, jezeli wszystkie liczby z,vy, z sa
naturalne a x oraz y sa wzglednie pierwsze. Wida¢, ze wszystkie rozwiaza-
nia (naturalne) rownania Pitagorasa sa postaci dx, dy, dz, gdzie z,y, z jest
rozwigzaniem wladciwym, a d jest dowolng liczba naturalng. Nastepujace
twierdzenie wyznacza wszystkie rozwigzania wlasciwe

Twierdzenie 1.26. Wszystkie rozwigzania wtasciwe réwnania (1.18) w kto-
rych y jest liczbg parzystq maja postac

r=m?>—n? y=2-m-n, z=m*+n? (1.19)

gdzie m,n sq¢ dowolnymsi liczbami naturalnymi wzglednie pierwszymi, o prze-
ciwnej parzystosci, oraz m > n.
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Uwagi: (a) Zauwazmy, ze jezeli z,y, z jest rozwigzaniem wlasciwym, to z i
y nie moga by¢ jednoczesnie parzyste ani jednoczesnie nieparzyste. Gdyby
obie byty parzyste, to nie moglyby by¢ wzglednie pierwsze. Gdyby obie
byly nieparzyste, to z? musiataby mieé¢ posta¢ 4k + 2, co jest niemozliwe.
Jedna z liczb z,y musi wiec by¢ parzysta, a druga nieparzysta. Zastrzezenie
w sformutowaniu twierdzenia, ze y jest liczba parzysta nie ogranicza wiec
og6lnosci.

(b) Rozne pary liczb m,n, speliajace wymagania twierdzenia, daja rozne
rozwigzania. Wynika to z zaleznosci 2-m? = z + x oraz 2 -n? = z — x.

Dowdd. Zatozylismy, ze y jest parzysta, a wiec x musi by¢ nieparzysta. W
zwigzku z tym z takze jest nieparzysta. Mamy wiec, dla pewnych liczb
naturalnych a i b, a > b

z4+x=2-a, z—x=2-b.

Zauwazmy, ze liczby a i b musza by¢ wzglednie pierwsze. Jezeli bowiem d ‘ a
id ‘ b, to z zaleznosci z = a + b, x = a — b otrzymalibySmy d ‘ x oraz d | zZ.
Wtedy d? |22 i d*| 2%, czyli d*|y?, a z tego wynika, ze d|y. d jest wiec
wspolnym dzielnikiem x i y, czyli skoro te dwie liczby sa wzglednie pierwsze
musi by¢ d = 1. Z réwnania (1.18) mamy

y=22—2>=4-a-0.

y jest parzysta, wiec dla pewnej liczby ¢ € N mamy y = 2 - ¢, oraz ¢ = a - b.
Liczby a i b sa wzglednie pierwsze, wiec same musza by¢ kwadratami liczb
naturalnych:

a=m? b=n®>=> z=m*+n* z=m*-—n’
Mamy takze
y=2-c=2-m-n.

Liczby a i b sa wzglednie pierwsze, wiec takze m i n musza by¢ wzglednie
pierwsze. W zwigzku z tym nie moga by¢ obie parzyste. Nie moga tez obie
by¢ nieparzyste, bo wtedy takze x bytaby parzysta, a wiemy, ze nie jest. m i
n maja wiec przeciwng parzystosé, i, oczywiscie m > n. Udowodnilismy wiec,
ze kazde rozwigzanie wlasciwe ma opisana w twierdzeniu posta¢. Pozostaje
pokazaé, ze jezeli liczby naturalne m i n spelniaja warunki twierdzenia, to
wzor (1.19) daje wlasciwe rozwiazanie rownania (1.18). Podstawiajac (1.19)
do (1.18) widzimy, ze rzeczywiscie otrzymujemy rozwiazanie. Z (1.19) oraz
z m > n wynika, ze wszystkie liczby z, y i z sa naturalne, i y jest parzysta.
Pozostaje sprawdzi¢, ze x i y sa wzglednie pierwsze. Niech d = NWD(z, y).
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Zauwazmy, ze ¥ = m? —n?, a wiec z nie jest parzysta (bo m i n maja prze-
ciwna parzystos¢). Nie moze wiec mie¢ parzystych dzielnikow, czyli d musi
by¢ nieparzysta. d } rid | y wiec takze, z (1.18) d ’ z. 7 (1.19) wynika, ze
2m? = z + x oraz 2n’® = z — x wiec d ‘ 2m? i d ‘ 2n%. Poniewaz d jest niepa-
rzysta, wiec d |m? i d|n?. Ale m i n sa wzglednie pierwsze, a z tego wynika,
ze m? i n? sa wzglednie pierwsze. Musimy wiec mie¢ d = 1. Udowodniliémy
wiec, ze x 1y sa wzglednie pierwsze, co koniczy dowod twierdzenia. [

Zauwazmy, ze znane rozwiazanie 3,4,5 odpowiada m = 2, n = 1. Warto
jako ciekawostke wspomnie¢ nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 1.27 (Wielkie Twierdzenie Fermata). Dla n > 2 réwnanie

n

nie ma rozwigzan bedgcych liczbami naturalnymi.

Twierdzenie to jest jednym z najstynniejszych twierdzen, i ma bogata hi-
storie. Pierre de Fermat, ktory je sformutowal w 1637 roku myslal, ze umie
je udowodni¢, i ze jest to tatwe. Przypuszczalnie sie mylit, poniewaz do-
wod okazat sie trudny. Ostatecznie, po wielu probach i trudach, twierdzenie
zostalo udowodnione pod koniec ubieglego wieku.
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Rozdzial 2

Kongruencje

Niech a,b € Z, m € N. Méwimy, ze ,a przystaje do b modulo m”, i piszemy
a = b (mod m), jezeli m | (b — a). Na przyklad

18 = —8 (mod 13), —5 =5 (mod 10).

a przystaje do b modulo m jezeli maja takie same reszty z dzielenia przez m.
Przystawanie nazywa sie tez czasem kongruencja. Latwo zauwazy¢ nastepu-
jace wlasnosci kongruencji:

1. a =0 (mod m) (zwrotna),
2. a=b(mod m) & b=a (modm) (symetryczna),

3. jezeli @ = b (mod m) oraz b = ¢ (mod m) to takze a = ¢ (mod m)
(przechodnia),

4. kongruencje mozemy dodawa¢, odejmowaé i mnozy¢ stronami: jezeli
a =b (mod m) oraz ¢ = d (mod m) to takze

at+c=b+d (mod m), a-c=b-d (mod m).

Z wtasno$ci 1-3 wynika, ze przystawanie modulo m jest relacja rownowaz-
nosci, ktora rozdziela zbior liczb catkowitych na klasy abstrakcji — reszty z
dzielenia przez m. 7 wtlasnosci 4 natomiast wynika ze kongruencje mozna
stronami mnozy¢ przez stata, i podnosi¢ do naturalnej potegi. Nie mozna
jednak stronami dzieli¢:

6=2(mod4), 2=2(mod4) # 3=1 (mod 4).

Mozna tatwo zauwazy¢ jednak, ze jezeli d ‘ a, d | b oraz d ‘ m, to

_° (mod 21).

a
a:b(modm):a . g
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Jezeli d | m to mamy tez oczywiscie
a=0b(mod m) = a=>b(mod d).

Twierdzenie 2.1. Jezeli a = b (mod m) i f(z) = ap 2™+ -+ a1 + ap
jest wielomianem o wspdtczynnikach catkowitych, to f(a) = ( ) (mod m).

Dowadd. Dla ¢ = 0,1,2,...,n podnoszac kongruencje stronami do potegi
otrzymujemy a’ = b (mod m), a nastepnie mnozac kongruencje stronami
przez stale otrzymujemy o, a' = a; b* (mod m). Dodajac stronami wszystkie
te kongruencje otrzymujemy teze. [

Wezmy dowolna liczbe N € N, i niech jej rozwiniecie dziesietne ma postac
N =cpcp_1 -+ Co, czyli

N=cy+10¢; +10%cy + --- + 10" ¢,,.

Ustalmy wielomian f(z) = cog+c; x+cy 22+ -+, 2". Mamy ¢; € Z (nawet
¢, €{0,1,...,9}), f(10) = Ni f(1) = co+c1+- -+ Oczywiscie zachodzi
kongruencja

10 =1 (mod 9).

Z twierdzenia 2.1 mamy wiec, ze f(10 = f(1) (mod 9). Mozemy stad wy-
wnioskowaé tak zwang ceche podzielnosci przez 9:

Whiosek 2.2. Liczba naturalna jest podzielna przez 9 wtedy i tylko wtedy
gdy suma jej cyfr dziesietnych jest podzielna przez 9.

Podobny wniosek mozemy sformulowaé¢ dla 3. Zauwazmy, ze tak na-
prawde udowodniliSmy troche wiecej niz ceche podzielno$ci, mianowicie po-
kazaliSmy, ze reszta z dzielenia przez 9 liczby jest taka sama jak reszta z
dzielenia przez 9 sumy jej cyfr. Mozemy podobnie udowodni¢ inne cechy
podzielnosci. Poniewaz 10 = —1 (mod 11), oraz

f(-)=co—cr+ca—+---Lcy, (2.1)
a wiec

Whniosek 2.3. Liczba N jest podzielna przez 11 wtedy i tylko wtedy, gdy suma
oscylujgea (czyli suma (2.1)) jest podzielna przez 11. O

Przyktad: 11 ‘ 10" +1 < n jest parzyste. Zauwazmy, ze liczbe N mozemy
takze zapisa¢ w postaci

N = (626160) + 1000 (656463) + 10002 (686766) + ...,
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Kolejne trojki cyfr to wspotezynniki, liczby od 0 do 999. Sa to ,cyfry” w
zapisie ,tysigcowym” liczb. Taki system zapewne uwazalibySmy za naturalny
gdyby$my mieli po 1000 palcow. Wprowadzmy wielomian

g(x) = (cac1c0) + x (cse405) + 2% (cgercg) + . . .
Oczywiscie powyzsza suma jest skoriczona, a nie dopisaliSmy jej konca dla-
tego, ze ostatni wspotczynnik n moze wystapi¢ w réznych miejscach ostat-

niego trzycyfrowego wspotczynnika wielomianu. Korzystajac z kongruencji

1000 = —1 (mod 7), 1000 = —1 (mod 13),

otrzymujemy
N = (cac1¢9) — (c5eqcs) + (cscrcg) — ... (mod 7), a takze (mod 13),
a wiec

Whniosek 2.4. Liczba N jest podzielna przez 7 wtedy i tylko wtedy, gdy oscy-
lujgea suma jej cyfr dziesietnych (grupowanych po 3) jest podzielna przez 7.
Podobna cecha podzielnosci zachodzi dla 13.

Przyktad: Liczba 10" jest podzielna przez 7 (i przez 13) wtedy i tylko wtedy,
gdy n przy dzieleniu przez 6 daje reszte 3. Latwo zauwazy¢, ze doktadnie w
takim przypadku suma oscylujaca daje 0.

Twierdzenie Eulera

Dla m € N, m > 1 niech p(m) oznacza ilo$¢ liczb naturalnych nie wiekszych
od m, i wzglednie pierwszych z m. Ustawmy te liczby w porzadku rosnacym,
1 oznaczmy przez

T1,72, 735« -+ s Tp(m) -

Oczywiscie, zawsze mamy 7, = 1, roqn) = m — 1. Wezmy a € Z, dowolna
liczbe wzglednie pierwsza z m. Niech p, bedzie reszty z dzielenia ary przez
m:

ary = qg-m-+ pg, k=1,2,...,0(m). (2.2)

Fakt 2.5. Liczby px to te same liczby co ri, z doktadnosSciqg do numeracji.

Dowdd. Wszystkie liczby pi sa mniejsze od m i zadna nie moze by¢ zerem
(bo m nie dzieli a - ). Innymi stowy, 1 < pp < m. Zauwazmy, ze liczby py
musza by¢ wzglednie pierwsze z m. Wiemy, ze m jest wzglednie pierwsza z
a iz rg, wiec z zasadniczego twierdzenia algebry jest wzglednie pierwsza z
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a- 1. Z drugiej strony z (2.5) wynika, ze ewentualne wspolne dzielniki m i
pr. bytyby tez wspolnymi dzielnikami m i a - . Musi wiec w szczegolnosci
zachodzi¢

1 = NWD(m,a- 1) = NWD(m, py).

Mamy wiec ¢(m) liczb naturalnych ps, ... py(n) mniejszych od m i wzglednie
pierwszych z m. Wystarczy pokazaé, ze liczby te sa wszystkie rozne. Zatézmy
wiec nie wprost, ze pp = p; dla pewnych k[, 1 <k <1 < ¢(m). Wtedy

a-TE=qr-m+pg, a-r=q-m+p = a-rg=a-r; (mod m).

W takim razie m | a(r; — rx a stad m } (r; — ), a to jest niemozliwe, bo
1 < rp—r <m. Wszystkie liczby pq, ... pym) sa wiec rozne. [

Twierdzenie 2.6 (Eulera). Dla kazdej pary liczb a,m € Z, m > 1 wzglednie
pierwszych zachodzi kongruencja

a?™ =1 (mod m). (2.3)
Dowdd. Oznaczmy
M=r1-r9 .. Tym)=p1" P2 Po(m)-

Widzimy, ze NWD(M,m) = 1, gdyz m jest wzglednie pierwsze z kazdym
czynnikiem. 7 definicji py mamy

pr = a -1y (mod m) k=1,2,...,0(m),
1 po pomnozeniu stronami
M = a*™ M (mod m) = m | M(a?™ —1).

Musi wigc zachodzié¢ (2.3). O

Przyklad: Dla a liczby nieparzystej a* = 1 (mod 8)

Whiosek 2.7 (Male twierdzenie Fermata). Jezeli p jest liczbg pierwszq, a €
Z nie dzieli sie przez p, to

' =1 (mod p). O
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Tajny klucz symetryczny:

Metoda szyfrowania przy pomocy tajnego klucza ma wade: osoba szyfrujaca
i osoba odczytujaca musza poshugiwaé sie tym samym kluczem. Szyfrujacy
moze ustali¢ klucz, a nastepnie przesta¢ go do odbiorcy. Ale ten proces
przesytania to stabe ogniwo catego systemu: ktos moze przechwycié¢ klucz w
trakcie przesytki. Okazuje sie, ze tajnego klucza wcale nie trzeba przesyta¢.
Dwie osoby moga ustali¢ tajny klucz w sprytny sposob, przesytajac pomiedzy
soba jedynie jawne ,potprodukty”. Odkrycie takiego sprytnego sposobu bez-
piecznej generacji tajnego klucz bylo sensacja, i przetomem w kryptografii.
Opiszemy teraz ten sprytny (ale jednoczes$nie prosty) sposob. Dwie strony
w jawny sposob uzgadniaja dwie liczby. Jedng z tych liczb, a, nazwiemy
podstawa, a druga, m modutem. Liczba a moze by¢ mata, na przyktad 2
lub 5, natomiast m powinna by¢ duza liczba pierwsza. Od wielkosci m za-
lezy dlugo$¢ generowanego tajnego klucza, a jej pierwszo$é¢ jest wazna dla
bezpieczenstwa procedury. Po ustaleniu jawnych liczb a i m kazda ze stron
dodatkowo ustala sobie tajna liczbe, tak zwany wykladnik. Oznaczmy te
dodatkowe, tajne, liczby przez ti,ts. Kazda ze stron oblicza potege a'i, a
nastepnie jej reszte z dzielenia przez m:

t t
at=q-m+nr, a?=gqy-m-+rs.

Nastepnie strony przesylaja sobie tak obliczone reszty, w sposéb jawny. Na-
stepnie kazda ze stron podnosi otrzymang reszte do swojej tajnej potegi, i
ponownie oblicza reszte z dzielenia przez m:

T =q3-m+ py, 2 = qq-m+ po.

Zauwazmy, ze p; = po:

t1

Tglz(ah—qg-m) :at2't1—|—m(...)

t2

ri? = (atl—ql-m) =a" +m(...)

czyli 5 = r? (mod m). Wspolna warto$é¢ p; = py jest tajnym kluczem,

ktory zostal wygenerowany bez przesylania tajnych informacji. Osoba pod-
stuchujaca ewentualnie komunikacje ma do dyspozycji liczby a, m oraz dwie
reszty 71 1 9. Nie ma prostej metody (w praktyce oznacza to, ze w ogole
nie ma metody) na odtworzenie z tych danych tajnego klucza p; = po, czy
roOwnowaznie poteg t1, to

Przyktlad: Ustalamy podstawe 2 i modut 19. To sa jawne dane. Pierwszy
uzytkownik wybiera swoja tajnag potege 16, a drugi uzytkownik 13. Pierwszy
uzytkownik oblicza

210 = 65536 = 3449 - 19 + 5 =5 (mod 19),

27



i przesyta 5 jako swoja reszte. Drugi uzytkownik tak otrzymang reszte prze-
twarza:

513 = 1220703125 = 64247532 - 19 4 17 = 17 (mod 19).

To jest tajny klucz, wygenerowany po stronie drugiego uzytkownika. Sprawdzmy,
co wygeneruje pierwszy uzytkownik. Drugi uzytkownik oblicza swoja reszte:

213 = 8192 = 431 - 19+ 3 = 3 (mod 19),
i przesyla ja pierwszemu uzytkownikowi. Ten dalej oblicza:
310 = 43046721 = 2265616 - 19 + 17 = 17 (mod 19).

Istotnie, pierwszy uzytkownik otrzymat ten sam tajny klucz.

Klucz niesymetryczny

Metoda jawnego uzgadniania tajnego klucza opisana powyzej nie zdobyla
wielkiej popularnosci, bo wkrétce po niej odkryto jeszcze lepsza metode szy-
frowania, tak zwana metode z kluczem niesymetrycznym. Do szyfrowania
uzywa sie jednego klucza (ktory moze by¢ jawny), natomiast do odszyfrowy-
wania potrzebny jest inny klucz, pasujacy do klucza szyfrujacego. Schemat
komunikacji jest taki, ze osoba chcaca otrzymywac zaszyfrowane wiadomosci
generuje pare kluczy — szyfrujacy (publiczny, jawny) i odszyfrowujacy (pry-
watny, tajny). Nastepnie klucz szyfrujacy udostepnia wszystkich chetnym.
Schemat dziata nastepujaco: wybieramy dwie liczby pierwsze p i g, ktore
powinny by¢ duze. Wielko$¢ tych liczb ma wplyw na bezpieczenstwo szyfru.
Dodatkowo opisywany schemat wymaga, aby wiadomo$¢ do zaszyfrowania
(czyli liczba — w dzisiejszym elektronicznym cyfrowym $wiecie wiadomosci to
liczby), musi by¢ mniejsza od iloczynu p-q. Nie jest to powazne ograniczenie,
gdyz praktyczne implementacje opisywanego systemu szyfrowania szyfruja w
ten sposob tylko tajny klucz. Wtlasciwa wiadomosé szyfrowana jest inna me-
toda, wtasnie przy pomocy klucza. Mamy wiec wybrane dwie liczby pierwsze,
i obliczamy ich iloczyn P = p-q. Nastepnie obliczamy (p—1)(¢g—1), i wybie-
ramy liczbe k wzglednie pierwsza z (p — 1)(q — 1). Para liczb P i k stanowi
klucz publiczny. Kluczem tym szyfrujemy wiadomo$¢ w nastepujacy sposob.
Niech X bedzie wiadomoscia do zaszyfrowania (to jest liczba). Podnosimy
X do potegi k i obliczamy reszte z dzielenia przez P. Tak uzyskana liczba
Y to tekst zaszyfrowany. Nie da sie go juz odszyfrowaé¢ kluczem publicznym.
Do odszyfrowania postepujemy nastepujaco. Wiemy, ze (p —1)(¢ — 1) i k sa
wzglednie pierwsze, wiec istniejg liczby 7 1 p takie, ze

rk4+up-(p—1)(¢-1)=1 (2.4)
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Jak wiemy, r i g mozna wyznaczy¢ algorytmem Euklidesa. Para P i r to
klucz prywatny. Nie da sie odtworzy¢ r bez znajomosci faktoryzacji P = p -
q. Odszyfrowujemy wiadomo$¢ nastepujaco. Wiadomosé zaszyfrowana czyli
liczbe Y podnosimy do potegi r, a nastepnie obliczamy reszte p z dzielenia
przez P:

Y =0-P+p = (X*—0.P) =0-P+p = X" =p+P(...)

Widzimy wiec, ze Y™ = X*7 (mod P). Przypomnijmy funkcje . Wiemy,
ze dla liczby pierwszej p mamy ¢(p) = (p — 1), oraz dla liczb wzglednie

pierwszych p,q mamy o(p - q) = ¢(p) - p(q). W takim razie ¢(P) = (p —
1)(g —1). Z (2.4) wynika wiec, ze

kT X1<X(p71)(q71))_ﬂ'
Wiemy z twierdzenia Eulera 2.6, ze
XD = x¢F) =1 (mod P).
Jezeli © < 0 to od razu mamy
XH(XP D) = X (mod P),
czyli X*" = X (mod P). Jezeli > 0 to piszac
(X®=DE@N =1 (mod P) = (X® D) xkr = Xk (mod P),

ale lewa strona ostatniej kongruencji to X, tak wiec niezaleznie od znaku p
otrzymalisSmy

X" =X (mod P) = p=X (mod P).

Jezeli X < P, to w takim razie X = p. Majac reszte p potrafimy wiec
odczytaé¢ wiadomosé X.

Przyktad: Niech p =21i g = 11. Wtedy P = 22, a jako £k mozemy wzia¢
3, liczbe wzglednie pierwszag z (p — 1)(¢ — 1) = 1-10 = 10. Mamy klucz
publiczny (22,3). Powiedzmy, ze wiadomosé¢ do zaszyfrowania to X = 16.
Kluczem publicznym szyfrujemy wiadomosé:

16° = 4096 = 186 - 22 + 4 = 4 (mod 22).
Wiadomo$¢ zaszyfrowana to 4. Nastepnie znajdujemy r i p takie, ze

r-3+p-10=1.
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Wiemy jak rozwiazaé takie réwnanie, i tatwo znajdujemy, na przyktad, r = 7,
u = —2. Odszyfrowujemy wiadomog$¢:

4" = 2" = 16384 = 744 - 22 + 16 = 16 (mod 22).

Wiadomo$¢ zostata prawidlowo odszyfrowana. Kluczem publicznym byta
para (22, 3), natomiast kluczem prywatnym para (22,7).

Na zakoriczenie tego rozdziatu udowodnimy jeszcze tak zwane ,chinskie
twierdzenie o resztach”. Zwr6¢émy uwage, ze nazwa ta pojawita sie dawno
temu, kiedy okreslenie ,chinskie” miato zupetnie inny podtekst. Nazwe twier-
dzenia nalezy wiec rozumie¢ w dawnym sensie, jako$ ,tajemnicze twierdzenie
o resztach”, czy ,madre twierdzenie o resztach”. Nie nalezy nazwy twierdze-
nia interpretowac¢ ze wspotczesnym podtekstem, gdyz twierdzenie to wcale
nie jest tandetne.

Twierdzenie 2.8 (Chinskie twierdzenie o resztach). Niech m € N, m > 2,

a liczby ay,as,...,a, € N niech bedg parami wzglednie pierwsze. Jezeli
r1,72, ..., "m € Z bedqg dowolne, to istniejq liczby catkowite 1,22, ..., T, dla
ktorych

Ay -T1 =Q9To ="+ = G * Tm- (2.5)

Dowaod. Dowdd jest indukcyjny ze wzgledu na m. Dla m = 2 twierdzenie
jest prawdziwe, bo sprowadza sie do rozwigzania rOwnania

a1 X1 —Q2-Tyg =T2 — T,

przy czym NWD(ay,ay) = 1. Udowodnimy teraz krok indukcyjny. Zalozmy,
ze twierdzenie jest prawdziwe dla pewnej liczby m > 2. Wezmy jakies liczby
ai,...,a,+1 parami wzglednie pierwsze, i 71,. .., 7,11 dowolne catkowite. Z
zalozenia indukcyjnego istnieja liczby catkowite z1, ... x,, takie, ze zachodzi
(2.5). Mamy

NWD(a;-as ... am,ame1) =1,

a wiec istnieja liczby ¢, u € Z spelniajace
a1 a2+ ... Ayt — Qpui1 U = Tymy1 — A1 - L1 — T1.

Niech

ap-ag - ... Qm .
= - t+ x;, i=1,2,...,m, orazz,  =u.
(3

Liczby 2} sa catkowite, oraz

/
QT +Ti=ay Qg ... Qp-t+a;-x;+7;
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:am+1-u+rm+1—a1~x1—r1+ai‘xi+ri
Amt1 - U+ Tl

/
= Om41 * Ty + Tm+1-
[

Whniosek 2.9. Jezeli m > 2 i liczby aq,as,...,a, $¢ parami wzglednie
pierwsze, 0raz T1,Ta, ..., m $q¢ dowolnymi resztami (0 < r; < a;), to ist-
nieje liczba naturalna N taka, ze reszta z dzielenia N przez a; jest rowna r;,
1=1,...,m. O
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Rozdzial 3

Wielomiany

Liczby zespolone

Zbior liczb zespolonych C jest wiekszy od zbioru liczb rzeczywistych: R C C.
Liczby zespolone mozemy interpretowa¢ w kilka réwnowaznych sposobow:

e Jako liczby postaci a + bi, gdzie a,b € R, natomiast i jest symbolem.
Liczby te dodajemy i odejmujemy wedlug wzoru:

(a1 + bl 1) + (CLQ + bQ l) = (a1 + ag) + (bl + bg) i,
a mnozymy wedlug wzoru
(a1 + b1 1) . (CLQ + bg l) = (a1a2 — ble) + (CleQ + Clgbl) 1.

Jezeli b = 0 to piszemy po prostu a + 0i = a, i takie liczby zespolone
utozsamiamy z liczbami rzeczywistymi. Jezeli a = 0 to piszemy po
prostu 0 + bi = bi i takie liczby nazywamy czysto urojonymi. Jezeli

= 1 to b réwniez nie piszemy, na przyktad 0+ 1i = i. Role 0 petni po
prostu 0 = 0+ 01i, role 1 pelni 1 = 1+ 0i. Mozna wyprowadzi¢ wzor
na dzielenie. Dowolne liczby mozna przez siebie dzieli¢, z wyjatkiem
dzielenia przez 0. Zauwazmy, ze i* = (0+1i)(0+1i) = —1+0i= —1.
i jest wiec pierwiastkiem kwadratowym z —1 (podobnie jak —i).

e Jako pary liczb rzeczywistych (a,b), a,b € R. Pary takie dodajemy i
odejmujemy wedlug wzoréow

(CLl, bl) + (CLQ, bg) = (CLl + as, bl + bg),
a mnozymy wedtug wzoru

(a1,b1) - (ag,be) = (a1ag — byba, arby + asby).
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Zerem jest para (0,0) a jedynka (1,0). Liczby rzeczywiste a utozsa-
miamy z parami (a,0). Podobnie jak w powyzszej interpretacji takie
utozsamienie zachowuje dziatania na liczbach rzeczywistych.

e Jako punkty plaszczyzny R? = {(x,y);z,y € R}. Ta interpretacja
liczb zespolonych laczy sie w oczywisty sposéb z poprzednia. Liczby
rzeczywiste utozsamiamy z prosta poziomg {(z,0);z € R}.

Liczby zespolone to w pewnym sensie najlepszy rodzaj liczb (kazdy wielomian
rozklada sie na czynniki liniowe), i sa bardzo chetnie stosowane takze w
zastosowaniach.

Kwaterniony

Kwaterniony to zbior liczb jeszcze wiekszy niz zbior liczb zespolonych. Jako
liczby kwaterniony nie sa juz tak dobre jak liczby zespolone — mnozenie nie
jest przemienne. Nie sa wiec raczej stosowane (chociaz w niektorych dziedzi-
nach inzynierii uzywa sie kwaternionow), i traktujemy je jako ciekawostke.
Kwaterniony mozemy zdefiniowaé¢ na kilka rownowaznych sposobow:

e Jako liczby postaci a + bi+ cj + dk, a,b,c,d € R. Dodawanie, odej-
mowanie i mnozenie definiujemy w zwykly sposob, mnozac wszystko
przez wszystko, i grupujac, oraz

2=j?=k?=-1, ki=-ik=j, ij=-ji=k, jk=-kj=1i.

e Jako liczby postaci z + tj, gdzie z,y € C,
e Jako pary (z,t), gdzie z,t € C z nastepujaco zdefiniowanym mnozeniem

(21,t1) (22, t2) = (2122 — tita, 21t2 + t122).

e Jako czworki liczb rzeczywistych (a, b, ¢, d), a,b, ¢, d € R z odpowiednio
zdefiniowanym dziataniami.

Wielomiany
Wielomiany to funkcje postaci
Px)=apa" +a, 12"+ 4+ a1+ ag.

Wspoétezynniki a; moga by¢ rzeczywiste lub zespolone, i wielomian P na-
zywamy odpowiednio wielomianem rzeczywistym lub zespolonym. Jezeli
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a, # 0 to wyrazenie a, " nazywamy wyrazem wiodacym wielomianu, samo
a, wspolczynnikiem wiodacym, a n stopniem wielomianu n = deg(P). Wyraz
ap nazywa sie wyrazem wolnym wielomianu. Podobnie jak liczby catkowite,
wielomiany mozna dodawaé, odejmowaé¢, mnozy¢ i, czasami, dzieli¢. Za-
uwazmy, ze stopienn sumy i réznicy wielomianoéw jest nie wyzszy niz wiekszy
ze stopni sktadnikow, natomiast stopien iloczynu wielomianéw jest zawsze
suma stopni czynnikow. Mowimy, ze wielomian P dzieli wielomian @ (P | Q)
jezeli istnieje wielomian R taki, ze P - R = (). Zauwazmy, ze wtedy musi
zachodzi¢ deg(P) < deg(®)). Mamy tez nastepujacy fakt.

Fakt 3.1. Jezeli P | Q oraz Q) | P, to P =cQ), dla pewnej statej c.

Dowdd. Kiedy mnozymy dwa wielomiany ich stopnie sie dodaja. Skoro P | Q
to Q = P - R dla pewnego wielomianu R. 7 drugiej strony skoro @) ’ P to
P =@ - S dla pewnego wielomianu S. W takim razie P =S - R - P, a wiec
stopnie R i S musza by¢ réwne 0, czyli wielomiany te musza by¢ stalymi. [

Zauwazmy, ze wielomian staly P(x) = ag # 0 dzieli kazdy inny wielomian.
Moéwimy, ze wielomian () jest rozktadalny, jezeli istnieja dwa wielomiany P i
R, oba stopnia co najmniej 1 (a wiec zaden nie jest stala), takie, ze Q = P-R.
Jezeli wielomian nie jest rozktadalny, to nazywamy go nierozkladalnym (nie-
przywiedlnym, pierwszym). Zauwazmy, ze rozkladalnosé¢ zalezy od tego, czy
wielomian rozpatrujemy jako rzeczywisty, czy jako zespolony. Na przyktad
wielomian 22 +1 jest nierozkladalny jako wielomian rzeczywisty, ale rozklada
sie 22 +1 = (x +1i) - (r — 1) jako wielomian zespolony. Mamy nastepujacy
fakt, stanowiacy podstawe algorytmu Euklidesa dla wielomianow.

Fakt 3.2. Dla kazdej pary wielomiandéw P i S (deg(P) > 0) istnieje doktad-
nie jedna para wielomianow Q) i R taka, Ze

S=P-Q+R, deg(R) < deg(P).

Innymi stowy, wielomiany mozna zawsze dzieli¢ z resztq. Wielomian Q) na-
zywamy ilorazem, a R resztq dzielenia.

Dowdd. Najpierw udowodnimy istnienie pary (), R. Zastosujemy indukcje
wzgledem stopnia wielomianu S, wielomian P traktujac jako ustalony. Przy-
pomnijmy, ze deg(P) > 0. Jezeli deg(S) < deg(P) to wystarczy wzia¢ Q) = 0,
R = S. Zalozmy, ze fakt zostal juz udowodniony (tylko istnienie) dla wielo-
mian6éw S stopnia mniejszego niz n, i wezmy dowolny wielomian S stopnia
n, przy czym n > deg(P) = m. Niech a,, bedzie wspolczynnikiem wiodacym
S a by, wspotczynnikiem wiodacym wielomianu P (ay, by, # 0). Rozpatrzmy
wielomian a

Si(z) = S(z) — b "™ P(x).
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Latwo zauwazyé¢ ze wyrazy wiodgce dwoch wielomianéw po prawej stronie
kasuja sie, a wiec 57 jest wielomianem stopnia nizszego niz n = deg(S). W
takim razie, na mocy zalozenia indukcyjnego

S1 =0, P+ R, deg(R) < deg(P).

Mamy wiec
S(x) = Si(x) + Z_Z n=m p(z)
= (Qi(@) + 34" ") P(a) + R()

= Q(z) - P(x) + R(x),

Istnienie ilorazu i reszty zostato wiec indukcyjnie udowodnione. Pokazemy
teraz jednoznacznos$é¢. Niech

S=Q1-P+R =0Qy - P+ Ry, deg(R;) < deg(P), i =1,2.
Wynika stad, ze
P(Q1—Q2) = Ry — Ry.
Stopien prawej strony jest < deg(P) wiec jedyna mozliwoscia jest Q1 —Q2 = 0

oraz, w konsekwencji Ry = Rs. O

Uwaga: Zauwazmy, ze powyzszy dowod daje nam takze procedure znaj-
dowania ilorazu i reszty — jest to zwykta procedura dlugiego dzielenia.
Przyktlad:

Dzieki Faktowi 3.2 mozemy udowodni¢ dla wielomianéw wiele twierdzen,
ktorych dla liczb catkowitych dowodziliémy przy pomocy algorytmu Eukli-
desa.
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NWD i NWW

Zdefiniujemy teraz NWD i NWW wielomianéw. Zauwazmy, ze musimy
ustali¢ jakas normalizacje. W przypadku liczb catkowitych ograniczylismy
sie do dzielnikow i wielokrotnosci dodatnich. W przypadku wielomianow
musimy zdecydowad sie na jakas stala.

Definicja 3.3. Niech P i Q) bedg wielomianami, z ktorych co najmniej jeden
jest niezerowy. NWD(P, Q) to wielomian o nastepujgcych wtasnosciach:

(a) wspotczynnik wiodgcy NWD(P, Q) jest rowny 1,
(b) NWD(P,Q) | P oraz NWD(P,Q) | Q,

(c) jezeli jakis wielomian R dzieli jednoczesnie P i Q to takie R | NWD(P, Q).

Uwaga: Bezposrednio z powyzszego sformutowania definicji nie wynika,
ze NWD(P, Q) w ogole istnieje, a nawet jezeli istnieje, to ze jest jedyny. Ist-
nienie udowodnimy za moment, natomiast teraz zauwazmy, ze jezeli NWD(P, Q)
istnieje, to moze by¢ tylko jeden. Jezeli dwa wielomiany 57 i Sy spelniatyby
warunki (a)—(c), to mielibySmy Si|S; oraz S;|S;. W takim razie istnia-
laby stala ¢ # 0 taka, ze S1 = ¢ - S3. Z normalizacji (a) wynikaloby wtedy,
ze ¢ = 1. W takim razie najwiekszy wspolny dzielnik NWD(P, Q), jezeli
istnieje, okreslony jest jednoznacznie.

Definicja 3.4. Niech P i Q) bedq niezerowymi wielomianami. NWW (P, Q)
to wielomian o nastepujgcych wtasnosciach

(a) wspotczynnik wiodgey NWW (P, Q) to iloczyn wspdtczynnikiw wiodg-
cych P 1 @,

(b) PINWW(P,Q) oraz Q| NWW(P,Q),

(c) jezeli dla pewnego wielomianu R mamy P ‘ RiQ ‘ R to takze NWW (P, Q) ’ R.

Uwagi: (i) Podobnie jak w przypadku NWD mozemy zauwazy¢, 7e po-
wyzsze warunki jednoznacznie okreslaja NWW.,
(ii) Trzeba jeszcze pokaza¢, ze NWD i NWW istniejg. Na razie uzasadni-
liSmy, ze oba te wielomiany jezeli istnieja, to sa jedyne.

Fakt 3.5. Jezeli P i Q) sq wielomianami z ktorych co najmniej jeden jest
niezerowy, to istnieje NWD(P, Q).
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Dowdd. Dowod istnienia przeprowadzimy konstruujac NWD(P, Q) wprost.
Podobnie jak w przypadku liczb catkowitych wykorzystamy algorytm Eu-
klidesa. Zalozmy, ze P # 0, i ze deg(P) > deg(Q). Jezeli @ = 0 to, jak
tatwo sprawdzi¢, wielomian f, gdzie a jest wspolczynnikiem wiodacym P,
jest NWD(P, Q). Rozwazmy wiec przypadek @ = neq0. Jezeli deg(Q) = 0,
czyli @ jest stala, to oczywiscie NWD(P, Q) = 1. Ograniczmy sie wiec do
przypadku deg(Q) > 0. Wtedy dzielimy P przez @) z reszty:

P=W-Q+R, deg(R) < deg(Q),

i postepujemy dalej rekurencyjnie. Powstaje skoniczony ciag wielomianow
Sy, taki, ze S; = P, S5 = @ oraz

Spo1 =W, S, + Spit, deg(Spy1) < deg(S,),

jezeli deg(S,) > 0, natomiast jezeli deg(S,) = 0 to S,y1 = 0. Dopoki
dzielenie daje niezerowa reszte procedura toczy sie, ale jest jasne, ze skoro
stopnie wielomianéw S, $cisle maleja, to w koncu dochodzimy do momentu,
w ktorym reszta jest zerem, i procedura konczy sie. Niech S, bedzie ostat-
nim wielomianem réznym od zera w powyzszym skonczonym ciagu. Czasem
nazywa sie on ostatnig reszta. Mamy wiec

Sn—Q = Wn—l : Sn—l + Sna (31)
Sp_1 =W, - S,.

Zgodnie z (3.2) mamy S, ‘ Sp—1, a zgodnie z (3.1) takze S, } Sp_2. Nastepnie
wcofajac sie” wzdluz ciagu {Sx} widzimy, ze S,, dzieli wszystkie elementy
ciagu, w tym S, ! Pils, | Q). Widzimy wiec, ze S, spelnia warunek (b)
Definicji 3.3. Z drugiej strony, jezeli jaki§ wielomian R dzieli P i @, to
posuwajac sie "wzdtuz” ciggu {S,} widzimy, ze dzieli takze wszystkie jego
wyrazy, w tym takze ostatni, S,. S, spelnia wiec takze warunek (c) definicji
NWD. W koncu, niech a bedzie wspotczynnikiem wiodacym wielomianu
S, wtedy oczywiscie wielomian

1

spelnia wszystkie warunki (a)—(c) Definicji 3.3. O

Dowody nastepujacych faktow sa takie same, jak w przypadku liczb cal-
kowitych.

Fakt 3.6. Niech P i Q) bedg pewnymi wielomianami. Wtedy istniejq wielo-
miany S i T takie, Ze

P-S+Q -T=NWD(P,Q).
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Fakt 3.7. Wielomiany P i Q sq wzglednie pierwsze (to znaczy NWD(P, Q) =
1) wtedy i tylko wtedy gdy istniejq wielomiany S i T takie, Ze

P-S+Q-T=1.

Fakt 3.8. Jezeli wielomiany P i Q) sq niezerowe, to wielomiany #(PQ) 0

—ng( 70 ¢ wzglednie pierwsze.

Fakt 3.9. Jezeli wielomiany P i Q) sq wzglednie pierwsze i P ‘ QW toP|W.
Udowodnimy teraz istnienie NWW.

Twierdzenie 3.10. Niech P i Q) bedqg niezerowymi wielomianami. Wtedy
istnieje NWW (P, Q) oraz

NWW(P,Q) = W%gp@. (3.3)

Dowdd. Wielomian zdefiniowany wzorem (3.3) spelnia oczywiscie warunki
(a) i (b) Definicji 3.4. Zalozmy wiec, ze wielomian R jest wspolna wielokrot-
noscia P i Q) czyli P ’ RiQ ‘ R. Mamy wiec

R=P-S, R=qQ-T.
7 drugiej strony mamy

oraz wielomiany W iV s zgodnie z Faktem 3.8 wzglednie pierwsze. W takim
razie

R=W-S-NWD(P,Q)=V-T-NWD(P,Q) = W-S=V-T.

W takim razie W |V - T czyli W | T astad T =W - T3, czyli

P-Q P-Q
—V.W-T,-NWD(P,Q) = ——— % .} = —— < __|R,
R=V-W-T-NWD(PQ) = zppgr T = ~worg) | ©
Warunek (c) Definicji 3.4 jest wiec tez spelniony. O
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Pierwiastki

Liczba X jest pierwiastkiem wielomianu P jeze li P(x¢) = 0. Mamy natych-
miast nastepujacy fakt.

Fakt 3.11. Liczba xo jest pierwiastkiem wielomianu p wtedy + tylko wtedy
gdy (x — o) | P.
Dowdd. Jezeli (x — xg) ‘ P to oczywiscie xq jest pierwiastkiem P. Wystarczy
wiec udowodnié¢ przeciwng implikacje. Zalézmy, ze x( jest pierwiastkiem P.
Oznaczmy

P(z) = apz™ + ap 12"+ 4+ ayx + ao.

Wtedy
P(x) = P(z) — P(xo)

= " + ap_ 12" g + ag—
— AT — ATy — o — ayg — ag

= an(2" — 2) + anoa (2" —2fT) 4+ an( — o)

= ap(r — xo)(x"—l L 2y 4+ xxg—2 + x8_1)+
Fan(z— o) (@ 242l + e+ ay (1 — )

— (m — $0)(an(x”—1 —+ x”—%o 4+ :E:z:g_Q + x8—1) TR a1)-

]

Mowimy, ze zo jest pierwiastkiem stopnia k (pierwiastkiem k-krotnym)
wielomianu P (k > 1) jezeli

(x — x0) ’ P ale (z—x0)" ¢t P.

Whiosek 3.12. Wielomian stopnia n ma co najwyzej n pierwiastkéw (pier-
wiastek k-krotny liczony jest jako k pierwiastkow.

Dowdd. Dowdd jest indukcyjny. Dla n = 1 jest dobrze: wielomian stopnia
1, czyli P(z) = a1z + ap ma dokladnie 1 pierwiastek xy = —a2. Zalozmy, ze
wniosek jest prawdziwy dla pewnego n > 1 i rozwazmy wielomian P stopnia
n+1. Jezeli P nie ma pierwiastkow to wniosek jest prawdziwy w odniesieniu
do P. Natomiast jezeli P ma pierwiastek zy to

P(z) = (x — o) W(z),

gdzie W (z) jest wielomianem stopnia n. Pierwiastki P to zo lub pierwiastki
W, ktorych na mocy zalozenia indukcyjnego jest nie wiecej niz n. W sumie
pierwiastkow P jest wiec nie wiecej niz n + 1 (z uwzglednieniem krotnosci).
Krok indukcyjny zostal wiec wykonany. [
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Podamy bez dowodu tak zwane zasadnicze twierdzenie algebry. Dowdd
nie jest trudny, ale uzywa teorii funkcji zmiennej zespolone;j.

Twierdzenie 3.13 (Zasadnicze twierdzenie algebry). Wielomian zespolony
stopnia n ma doktadnie n pierwiastkow (z uwwzglednieniem krotnosci).

Wnhiosek 3.14. Jedynymi wielomianami zespolonymi nierozktadalnymi (pierw-
szymi) sq wielomiany stopni 0 i 1. Kazdy wielomian stopnia wyzszego jest
rozktadalny.

Whniosek 3.15. Jedynymi wielomianami rzeczywistymi nierozktadalnymi sq
wielomiany stopni 0, 1 lub 2. Kazdy wielomian stopnia wyzszego jest rozkta-
dalny.

Dowdd. Rozwazmy wielomian
P(I) = a,z" + an—lxn_l + -+ a1xr + agp, a; € R.

Co prawda wielomian ma wspotczynniki rzeczywiste, ale mozemy potrakto-
wac go jako szczegblny przypadek wielomianu zespolonego. Jako taki, w my$l
Whiosku 3.14, rozklada sie na iloczyn czynnikéw liniowych

P(x) =an(z — z21)(x — 22) ... (z — 2,), (3.4)

gdzie zq, ..., 2, sa pierwiastkami, by¢ moze zespolonymi, i by¢ moze powta-
rzajacymi sie. Zauwazmy, ze jezeli z jest pierwiastkiem P i z ¢ R, to takze
Z jest pierwiastkiem P:

P(z) = P(2),

(gdyz wspolezynniki a,,...,ao sa rzeczywiste), a 0 = 0. W reprezentacji

(3.4) pierwiastki mozna wiec pogrupowaé na rzeczywiste i zespolone w parach
sprzezonych:

P(z) = ap(z—a1)(x—22) . . . (x—2p) (x—21)(x—27) (x—22) (2 —Z2) . . . (T—2) (=)

Z1,...,Tk to pierwiastki rzeczywiste (ktorych byé moze w ogdle nie ma), a
21,21, - - -, Zms Zm O pierwiastki zespolone we wzajemnie sprzezonych parach
(pierwiastkow zespolonych tez moze w ogole nie by¢). Niech

zj=ao;+if;, ;0 €R,
wtedy
(= 2j)(x — %) = 2° — 2% — vz + 27
=% — (o —153;) —x(a; +1i06;) + (oz?- + ﬁf)
=z —20@-:1:4—04?4—5?.
Jest to wielomian rzeczywisty stopnia 2. Jest on nierozktadalny, gdyz nie ma

pierwiastkow rzeczywistych (A = 4aZ — 4(af 4 37) = =457 < 0). O
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Whiosek 3.16. Wielomian rzeczywisty stopnia nieparzystego ma pierwiastek
rzeczywisty © dzieli sie wiec przez czynnik liniowy.
Znajdowanie pierwiastkéow

Dla wielomianéw stopni 1, 2, 3, 4 istnieja wzory na pierwiastki. Udowodniono,
ze dla wielomian6éw stopni wyzszych niz 4 takich wzoréw nie ma. Wypro-
wadzimy wzory na pierwiastki wielomianu stopnia 3, sa to tak zwane wzory
Cardano. Rozwazmy réwnanie 3 stopnia:

azr® + agx® + a1z + ag = 0. (3.5)

Obie strony mozemy podzieli¢ przez as, wiec przyjmijmy, ze az = 1. Zrébmy
podstawienie y = x + 2. Wstawiajac 2 = y — 2 do (3.5) otrzymujemy

az\3 az\ 2 a
0:<y——2> ~|—a2<y——2> +a1<y——2>+a0

3 3 3
2 3 2
— .3 22 ay ay 2 Qg Qs as
=y’ =3y §+3y§—§+ag(y —2y§+§)+a1<y—§>+ao
2 2 3 3
B 2 (— ay 24y _ G Gy
=y +y( a2+a2)—|—y<3 3 +a1) 27+ 5 3 + ag
=y’ + Ay + B,
gdzie
Ay _a_§:3a1—a§
1 3 3 3
203 aias 2a3 — 9ajay + 27ay
B=—"2__"-2=- =2 .
o7 3 27

Rownanie 3 stopnia (3.5) zostalo wiec sprowadzone do postaci bez wyrazu
kwadratowego. OczywiScie obie postacie rownania sa rownowazne, zwiazek
pomigdzy nimi sprowadza si¢ do prostego przesuniecia y = x + % . Bedziemy
wiec szukali rozwigzan rownania

y* + Ay + B = 0. (3.6)
Zrobmy jeszcze jedno podstawienie
A
=z — —. 3.7
y=z- 5 (3.7)

Zauwazmy, ze odpowiednie z zawsze mozemy znalez¢,

4A
yE Y+

2

z =
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Podstawiajac (3.7) do rownania (3.6) otrzymujemy

AN? A
— (- = Al 2= = B
<z 32> + (z 3z)+

A A? A3 A?
3 24 A A _a
—c & z +2322 27Z3+AZ 3z +B

1 /A2 A2 1 A3

_ 3 o - o -
=2+ z( A+A)+Z(3 3> o 27+B

A3
3
=z _27z3+ .

3

Mnozymy stronami przez z°, i otrzymujemy

3

A
26—1—323—2—7:(). (3.8)

Oznaczajac w = 2° otrzymujemy dalej

2 AP
w+ Bw—— =0. 3.9
5 (3.9)
Jest to tak zwane ,rOwnanie rozwigzujace” lub ,rezolwenta”. Jest to rOwnanie
kwadratowe, i tatwo je rozwigza¢. Oznaczmy pierwiastki rezolwenty oy, as
(by¢ moze sa rowne). Zauwazmy, ze z rownania (3.9) wynika, ze

AB

-5 (3.10)

A1+ Qg =
Wiemy, ze sa 3 rézne pierwiastki stopnia 3 z ;. Wybierzmy jeden z nich,
21 = Jay. Wszystkie pierwiastki 3 stopnia z o; dane sa wtedy wzorami:

i2m/3 idm/3 —i2m/3
, .

21, Z9 = 21 € Z3 = 21 € = zZ1€

Niech &1, &5, &3 beda pierwiastkami 3 stopnia z ag. 21, 29, 23211, & oraz &3 to
jedyne liczby, ktore spelniaja (3.8). Z réwnania (3.10) wynika, ze liczby

A
321"

1=1,2,3

sq pierwiastkami 3 stopnia z as. W takim razie, z doktadnoscia do numeracji
mamy

A A A Ae=i27/3
51 ) 52 = = = - )

3z 32y 3z ei2n/3 3z
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5 B A B A B A€i27r/3
57 3z 3zei2/3 3z

A
i = % PTG T S ':17273~
z 32 zi+&=¢& 3¢ )

Wracajac do zmiennej y w podstawieniu (3.7) widzimy, ze znalezliSmy 3

pierwiastki rownania (3.6):

A
=2 ——’
n 1 32,
A 9 Aei2m/3
— _ i2m/3
= 29 — =z€ _— 3.11
Y2 2 322 ! 321 ( )
A 9 Aei2m/3
. _ —i2m/3
=z23— —— =2z1€ — .
Ys 3 3 25 1 32

Podsumujmy powyzsze rozwazania:

Whiosek 3.17 (Wzory Cardano). Pierwiastki rownania 3 stopnia (3.5)
asx® + asx® + a1 + ag =0

dane sq wzorami:

A a9
T1=2—— — —
321 3@37
) Ae—i27r/3 as
Ty = 2, 6127r/3 . . ’
32 3as
) A6i27r/3 as
T3 =2 6—127r/3 . .
32’1 30,3

gdzie zy jest dowolnym z pierwiastkow 3 stopnia dowolnego z pierwiastkow
rezolwenty (3.9):
3
2
w'+Bw—-—=0.
- 27
W powyzszym wzorze

2
3aiaz — aj;

A=
3a3
B 2a§—9a1a2a3+27a0a§‘
27 a3
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W przypadku gdy rownanie (3.5) ma wspotezynniki rzeczywiste mozemy
wyciagna¢ dodatkowe wnioski. Rezolwenta (3.9) tez ma wspotczynniki rze-
czywiste, i w takim razie pierwiastki oy, s moga by¢:

(a) dwa rzeczywiste rozne,
(b) jeden rzeczywisty podwojny,
(c) dwa zespolone sprzezone.

Przypomnijmy wzory (3.11):

A
= 21 — -,
hn 1 32,
] Ae—i27r/3
_ 12m/3
=z1€ -
Y2 1 32,
) /4»6i2w/3
_ —i27/3
=z € —
Ys 1 32

W przypadkach (a) i (b) pierwiastek a; jest rzeczywisty i mozemy wybraé¢ z;
rzeczywiste. Wtedy

Yy = <21 — %) cos(2m/3) + (21 + 31;1 sin(27/3)
V3
(Rl ()
= (- m) i % (at5m).

Zauwazmy, ze Yo = Y3 1 w przypadku gdy jedna z tych liczb jest rzeczywista
to obie sa rowne. Pamietamy (3.10):

A3
041'042:—57
oraz
+ 0< A@?’ As@ A”
z — = 21 = —— 2] = ———= o = —— = (1 Q.
"3y P Y ST

Jezeli ay # 0 to ostatnia rownosé jest rownowazna o = ao. Pokazali$my
wiec, ze jezeli a; # 0 to 21 + BA;zl = 0 jest rownowazne oy = «w, czyli przy-
padkowi (b). Zauwazmy, ze ta rownowaznos¢ zachodzi rowniez jezeli aq = 0.
Ten ostatni warunek jest bowiem rownowazny z; = 0 i A = 0. Pokazali-
$my wiec, ze w przypadku (a) mamy dokladnie 1 pierwiastek rzeczywisty
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i dwa zespolone sprzezone, a w przypadku (b) mamy wszystkie pierwiastki
rzeczywiste, w tym jeden przynajmniej podwojny.

Rozwazmy teraz ostatni przypadek (c), to znaczy a; i ay zespolone sprze-
zone. Rownanie (3.10) przybiera postac¢

Mamy wiec

[—A . [—A . [—A .
2 = T 6“’0, 2y = T el (g0+27r/3)’ 23 = T el (¢p—27/3)

dla pewnego ¢ € (0,27), ¢ # m gdyz z; ¢ R. Zauwazmy, ze wtedy

i podobnie

W takim razie wszystkie liczby y;, a wiec takze pierwiastki x; sa rzeczywiste:

h = 2R(er) = 2 cosl),

Yo = 2R(2)

cos(p + 2m/3),

ys = 2R (23) = cos(p — 2m/3).

el d

Podsumujmy te obserwacje:

Whniosek 3.18. Zaldzmy, zZe réwnanie (3.5) ma wspélczynniki rzeczywiste.
Pierwiastkt dane przez Wniosek 3.17 majq nastepujgce wtasnosci:

(a) jezeli rezolwenta (3.9) ma dwa rézZne pierwiastki rzeczywiste to réwna-
nie (3.5) ma jeden rzeczywisty pierwiastek i dwa zespolone sprzezone,

(b) jezeli rezolwenta ma jeden podwdjny rzeczywisty pierwiastek, to réwna-
nie (3.5) ma tylko rzeczywiste pierwiastki, w tym jeden wielokrotny,

(c) jezeli rezolwenta ma dwa zespolone pierwiastki, to (3.5) ma 3 rdzne
rzeczywiste pierwiastki. O
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