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Rozdziaª 1

Podzielno±¢ liczb

Dzielniki
Je»eli dla dwóch liczb caªkowitych a, b istnieje trzecia, k, taka »e

a = k · b

to piszemy b
∣∣ a (b dzieli a, lub a jest wielokrotno±ci¡ b). Zauwa»my, »e:

• ka»da liczba caªkowita dzieli 0, a 0 dzieli tylko 0. Zero nie jest wi¦c
interesuj¡ce.

• 1 ma dokªadnie 2 dzielniki, 1 i −1.

• b
∣∣ a ↔ (−b)

∣∣ a. Wystarczy wi¦c rozwa»a¢ dzielniki naturalne. Niech
wi¦c

θ(a) − ilo±¢ naturalnych dzielników a.

Na przykªad θ(1) = 1, θ(8) = 4, θ(10) = 4. Zauwa»my, »e dla k ∈ N
θ(k) jest parzysta (ka»dy dzielnik ma dzielnik dopeªniczy) chyba, »e k
jest kwadratem, wtedy θ(k) jest nieparzysta.

Fakt 1.1. Wªasno±¢ podzielno±ci jest przechodnia, to znaczy je»eli b
∣∣ a i c

∣∣ b
to tak»e c

∣∣ a.

Dowód. b
∣∣ a czyli a = k ·b dla pewnego k oraz c

∣∣ b czyli b = m ·c dla pewnego
m. W takim razie a = k · b = km · c, czyli c

∣∣ a.

W skrócie mo»emy to wyrazi¢: �dzielnik dzielnika jest dzielnikiem�, lub �wie-
lokrotno±¢ wielokrotno±ci jest wielokrotno±ci¡�.

Fakt 1.2. Dla n ∈ N zachodzi θ(n) ≤ n.
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Dowód. Ka»dy dzielnik n jest nie wi¦kszy od n, a liczba wszystkich liczb
naturalnych nie wi¦kszych od n to wªa±nie n.

Typowym zadaniem w elementarnej teorii liczb jest znalezienie wszyst-
kich dzielników danej liczby n ∈ N. Mo»emy zrobi¢ to w ten sposób, »e
badamy podzielno±¢ n przez kolejne liczby, pocz¡wszy od 2, a sko«czywszy
na najwi¦kszej liczbie naturalnej ≤ √

n. Na przykªad znajdziemy wszystkie
dzielniki liczby n = 60. Widzimy kolejno, »e dzielnikami s¡ 1, 2, 3, 4, 5 i 6.
7 nie jest dzielnikiem, i jest ostatni¡ liczb¡, któr¡ musimy sprawdzi¢. Ka»dy
ewentualny dzielnik wi¦kszy od 7 ma dzielnik �dopeªniczy�, nie wi¦kszy ni»
7, który ju» zidenty�kowali±my. List¦ dzielników liczby n = 60 uzupeªniamy
o dzielniki �dopeªnicze�: 60, 30, 20, 15, 12 i 10. Ostatecznie θ(60) = 12.

NWD i NWW

Rozwa»my zbiór A = {a1, a2, . . . , an, . . . } ⊂ N (niepusty, sko«czony lub
niesko«czony). Rozwa»my zbiór liczb, które s¡ dzielnikami wszystkich ai.
Ten zbiór jest niepusty (1 do niego nale»y), i oczywi±cie sko«czony: ka»dy
wspólny dzielnik jest w szczególno±ci dzielnikiem a1, a wi¦c zbiór wszystkich
wspólnych dzielników jest podzbiorem zbioru dzielników a1. Zbiór wszyst-
kich wspólnych dzielników A jako zbiór niepusty i sko«czony ma element naj-
wi¦kszy, i element ten nazywamy najwi¦kszym wspólnym dzielnikiem A, a
oznaczamy NWD(A) = NWD(a1, a2, . . . ). Dla zbioru A = {a1, a2, . . . , an}
sko«czonego rozwa»my zbiór wszystkich wspólnych wielokrotno±ci, czyli liczb
naturalnych b¦d¡cych wielokrotno±ciami ka»dego elementu A. Jest to zbiór
niepusty, gdy» zawiera iloczyn a1 · a2 · . . . · an. Jako podzbiór zbioru liczb
naturalnych zawiera element najmniejszy, który oznaczamy NWW(A) =
NWW(a1, . . . , an) i nazywamy najmniejsz¡ wspóln¡ wielokrotno±ci¡ A.

Fakt 1.3. Ka»da wspólna wielokrotno±¢ danego zbioru A jest podzielna przez
NWW(A).

Dowód. Niech W b¦dzie wspóln¡ wielokrotno±ci¡ elementów A. Podzielmy
W przez NWW(A) z reszt¡:

W = k ·NWW(A) + r, k, r ∈ Z, 0 ≤ r < NWW(A).

Wtedy r = W − NWW(A) jest wspóln¡ wielokrotno±ci¡ A, a skoro r <
NWW(A), to musi by¢ r = 0.

Fakt 1.4. Niech D b¦dzie wspólnym dzielnikiem zbioru A. Wtedy D dzieli
NWD(A).
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Dowód. We¹my dowoln¡ liczb¦ a ∈ A. a jest wspóln¡ wielokrotno±ci¡ D i
NWD(A), a w takim razie, zgodnie z poprzednim Faktem,

NWW(D,NWD(A))
∣∣ a.

Skoro a byªa dowoln¡ z liczb ze zbioruA, to w takim razie NWW(D,NWD(A))
jest wspólnym dzielnikiem liczb ze zbioru A. W takim razie

NWW(D,NWD(A)) ≤ NWD(A).

Musi wi¦c zachodzi¢ równo±¢ NWW(D,NWD(A)) = NWD(A) i w takim
razie

D
∣∣NWD(A).

Fakt 1.5. Dla dowolnych liczb a, b ∈ N zachodzi wzór
a · b = NWD(a, b)NWW(a, b).

Dowód. a·b jest wspóln¡ wielokrotno±ci¡ obu swoich czynników, wi¦c zgodnie
z Faktem 1.3

NWW(a, b)
∣∣ a · b,

czyli istnieje n ∈ N takie, »e
a · b = n ·NWW(a, b).

Z drugiej strony istnieje k ∈ N takie, ze NWW(a, b) = k · a, a wi¦c
a · b = n · k · a ⇒ b = n · k,

czyli n jest dzielnikiem b. Podobnie mo»emy pokaza¢, »e n
∣∣ a, a wi¦c n jest

wspólnym dzielnikiem, czyli, na mocy Faktu 1.4
n

∣∣NWD(a, b). (1.1)
Z drugiej strony

a = r ·NWD(a, b), b = s ·NWD(a, b),

czyli r · s ·NWD(a, b) jest wspóln¡ wielokrotno±ci¡ a i b, a wi¦c
r · s ·NWD(a, b) = m ·NWW(a, b),

czyli
n·r·s·NWD(a, b) = n·mNWW(a, b) = m·a·b = m·r·sNWW(a, b)·NWW(a, b).

skracaj¡c, otrzymujemy
n = m ·NWD(a, b) ⇒ NWD(a, b)

∣∣ n,

co w poª¡czeniu z (1.1) daje n = NWD(a, b).
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Liczby wzgl¦dnie pierwsze
Je»eli NWD(a, b) = 1 to mówimy, »e a i b s¡ wzgl¦dnie pierwsze.

Fakt 1.6. dla dowolnych liczb a, b ∈ N liczby

k =
a

NWD(a, b)
, l =

b

NWD(a, b)

s¡ wzgl¦dnie pierwsze.

Dowód. Niech d = NWD(k, l). Liczba d ·NWD(a, b) jest wtedy wspólnym
dzielnikiem a i b, a skoro NWD(a, b) jest najwi¦kszy, to d ≤ 1 czyli d =
1.

Fakt 1.7. Je»eli NWD(a, b) = 1 i c ∈ N, to NWD(ac, bc) = c.

Dowód. liczba c jest wspólnym dzielnikiem ac i bc, a wi¦c

c
∣∣NWD(ac, bc).

Mamy
u · c = NWD(ac, bc) oraz a · c = k ·NWD(ac, bc),

czyli
k · u · c = k ·NWD(ac, bc) = a · c ⇒ k · u = a ⇒ u

∣∣ a.

Podobnie u
∣∣ b, a wi¦c u jest wspólnym dzielnikiem a i b, a wi¦c u = 1 czyli

c = NWD(ac, bc).

Fakt 1.8. Je»eli c
∣∣ a · b i NWD(a, c) = 1 to c

∣∣ b.

Dowód. c jest wspólnym dzielnikiem ab i bc. Poniewa» NWD(a, c) = 1 to z
Faktu 1.7 mamy NWD(ab, bc) = b. Tak wi¦c c

∣∣ b.

Fakt 1.9 (Zasadnicze twierdzenie arytmetyki). Je»eli a, b, c ∈ N, NWD(a, c) =
1 oraz NWD(b, c) = 1 to tak»e

NWD(a · b, c) = 1.

Dowód. Niech u = NWD(a · b, c). Wtedy u
∣∣ c i u

∣∣ a · b. Zauwa»my, »e u
i a musz¡ by¢ wzgl¦dnie pierwsze: jakikolwiek wspólny dzielnik u i a jest
te» wspólnym dzielnikiem c i a. Z Faktu 1.8 u

∣∣ b. u jest wi¦c wspólnym
dzielnikiem b i c, czyli zgodnie z zaªo»eniem u = 1.
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Liczby pierwsze

Liczba naturalna p > 1 nazywa si¦ liczb¡ pierwsz¡, je»eli θ(p) = 2, czyli
jedynymi dzielnikami p s¡ 1 i p. Zauwa»my, »e 1 nie uwa»amy za liczb¦
pierwsz¡, i najmniejsz¡ liczb¡ pierwsz¡ jest 2. Jest to tak»e jedyna parzysta
liczba pierwsza.

Twierdzenie 1.10. Ka»da liczba naturalna n > 1 ma przynajmniej jeden
dzielnik b¦d¡ cy liczb¡ pierwsz¡.

Dowód. Skoro n > 1 to n ma dzielniki wi¦ksze od 1, na przykªad samo n.
Niech p b¦dzie najmniejszym spo±ród wszystkich dzielników n wi¦kszych od
1. Liczba p jest albo pierwsza, i wtedy twierdzenie zachodzi, albo sama ma
dzielnik d, ró»ny od p i od 1: 1 < d < p, d

∣∣ p. Ale wtedy d jest dzielnikiem
n, wi¦kszym od 1, i mniejszym od p, co jest sprzeczne z wyborem p. Liczba
p musi wi¦c by¢ pierwsza.

Uwaga: W praktyce taki dzielnik mo»e by¢ trudno znale¹¢. Na przykªad
nie znamy »adnego dzielnika pierwszego liczby 2257 − 1. (Liczba ta ma 78
cyfr.)

Fakt 1.11. Dla ka»dej liczby naturalnej n istnieje liczba pierwsza wi¦ksza od
niej.

Dowód. Dowód przeprowadzimy nie wprost. Zaªó»my, »e wszystkie liczby
pierwsze s¡ mniejsze lub równe n. Rozwa»my liczb¦ m = n! + 1. Na mocy
Twierdzenia 1.10 liczba ta ma dzielnik b¦d¡cy liczb¡ pierwsz¡. Ale »aden
dzielnik m nie mo»e by¢ mniejszy lub równy n: poniewa» dzielnik taki byªby
równie» dzielnikiem n!, a w konsekwencji dzielnikiem 1.

Wniosek 1.12. Liczb pierwszych jest niesko«czenie wiele.

n-t¡ kolejn¡ liczb¦ pierwsz¡ oznaczamy pn: p1 = 2, p2 = 3, p3 = 5, . . . .
Miliony pocz¡tkowych wyrazów tego ci¡gu s¡ znane, na przykªad p100 = 541.
Najwi¦ksza znana liczba pierwsza to 211213 − 1, ma 3376 cyfr. Miliardowa
liczba pierwsza ma 11 cyfr, ale nie potra�my jej wypisa¢. W dzisiejszych
czasach najwi¦kszym zainteresowaniem, ze wzgl¦du na zastosowania w kryp-
togra�i, ciesz¡ si¦ liczby pierwsze o kilkudziesi¦ciu � kilkuset cyfrach dzie-
si¦tnych.
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Liczby Fermata
Liczby Fermata to liczby postaci

Fn = 22n

+ 1, n = 0, 1, 2, . . .

May wi¦c F1 = 3, F1 = 5, F2 = 17, F3 = 257, F4 = 4097, . . . Fermat
przypuszczaª, »e wszystkie liczby Fn s¡ pierwsze, ale okazaªo si¦, »e tak nie
jest, na przykªad F5 nie jest pierwsza. Zagadnienie zwi¡zane z tymi liczbami
s¡ jednak wystarczaj¡co interesuj¡ce, i od kilkuset lat s¡ obiektem bada«.
My udowodnimy prosty fakt dotycz¡cy tych liczb, który wykorzystamy do
oszacowania �g¦sto±ci»ozªo»enia liczb pierwszych w±ród liczb naturalnych.
Fakt 1.13. Dla m 6= n liczby Feramata Fm i Fn s¡ wzgl¦dnie pierwsze.
Dowód. Liczby m i n s¡ ró»ne, i niech m b¦dzie wi¦ksza: 0 ≤ n < m. Istnieje
wi¦c k ∈ N taka, »e m = n + k. Niech

NWD(Fm, Fn) = d.

Naszym celem jest pokazanie, »e d = 1. Zaªó»my wi¦c, »e d > 1, a w takim
razie d ma dzielnik pierwszy p. Istnieje wi¦c liczba pierwsza p taka, »e p

∣∣ Fn

i p
∣∣Fm. Istnieje wi¦c u ∈ N takie, »e

Fn = 22n

+ 1 = u · p, ⇒ 22n+k

= 22n·2k

=
(
22n

)2k

= (u · p− 1)2k

.

Ale
(u · p− 1)2k

= s · p + 1 (1.2)
dla pewnej liczby s ∈ N. Wynika to wprost ze wzoru dwumianowego New-
tona:

(u · p− 1)2k

=
2k∑

l=0

(
2k

l

)
tlpl(−1)2k−l = (−1)2k

+
2k∑

l=1

(
2k

l

)
tlpl(−1)2k−l,

czyli, skoro pot¦ga 2k jest parzysta, otrzymujemy (1.2), gdzie

s =
2k∑

l=1

(
2k

l

)
tlpl−1(−1)2k−l.

Mamy wi¦c
22m

= 22k+n

= (u · p− 1)2k

= s · p + 1,

czyli
Fm = 22m

+ 1 = s · p + 2.

Poniewa», jak zaªo»yli±my, p
∣∣Fm, wi¦c tak»e p|2 czyli p = 2, a to jest nie-

mo»liwe, gdy» wszystkie liczby Fermata s¡ nieparzyste.
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Niech qn b¦dzie najmniejszym pierwszym dzielnikiem liczby Fn. Dla m 6=
n qm i qn s¡ ró»nymi liczbami pierwszymi. Ci¡g q0, q1, q2, . . . , qn−1 skªada si¦
wi¦c z n ró»nych liczb pierwszych z których ka»da jest mniejsza od 22n−1

+1 <
22n . Dla dowolnego n ∈ en istnieje wi¦c co najmniej n liczb pierwszych
mniejszych od 22n .

Wniosek 1.14.
pn < 22n

.

Uwaga: Mo»na udowodni¢, »e pn+1 < 2 · pn. Wynika st¡d, »e dla n > 1
mamy pn < 2n.

Sito Eratostenesa
Chcemy wyznaczy¢ wyznaczy¢ wszystkie liczby pierwsze nie wi¦ksze od za-
danej liczby naturalnej n. Stosowany w tym celu algorytm to tak zwane sito
Eratostenesa. Wypisujemy wszystkie liczby 2, 3, . . . , n. Najmniejsz¡ (2) �od-
kªadamy�, a z pozostaªych na li±cie wykre±lamy wszystkie liczby podzielne
przez 2. Operacj¦ iterujemy, to znaczy �odkªadamy� najmniejsz¡ z pozosta-
ªych na li±cie liczb (w drugim obiegu b¦dzie to 3) i wykre±lamy z listy liczby
podzielne przez ni¡. W ten sposób uzyskujemy ci¡g liczb �odªo»onych�, które
oczywi±cie s¡ pierwsze, a na li±cie pozostaje coraz to mniej liczb. Poniewa»
przy ka»dej iteracji usuwamy (�odkªadamy�) z listy najmniejsz¡ liczb¦, to
w ko«cu najmniejsza pozostaªa na li±cie liczba speªnia p >

√
n. W tym

momencie �odsiewanie� mo»emy zako«czy¢ � ªatwo zauwa»y¢, »e wszystkie
ewentualnie pozostaªe na li±cie liczby s¡ pierwsze, i mo»na je hurtem �odªo-
»y¢�.

Badanie pierwszo±ci liczb jest wi¦c zawsze wykonalne. Z reguªy nie jest to
jednak praktycznie wykonalne, i na przykªad do dzi± nie wiadomo, czy liczba
Fermata F17 jest pierwsza. Na tej praktycznej niewykonalno±ci opieraj¡ si¦
wspóªczesne metody szyfrowania.

Rozkªad na czynniki pierwsze
Liczb naturalna n > 1 która nie jest pierwsza nazywa si¦ liczb¡ zªo»on¡.
Innymi sªowy liczba zªo»ona to taka, dla której θ(n) > 2.

Fakt 1.15. Ka»da liczba naturalna n > 1 jest albo pierwsza, albo jest iloczy-
nem liczb pierwszych.

Dowód. Zastosujemy indukcj¦. Fakt jest oczywi±cie prawdziwy dla wszyst-
kich liczb naturalnych n < 3: istnieje tylko jedna liczba > 1 i < 3, i jest ona
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pierwsza. Niech wi¦c n ≥ 3, i zaªó»my, »e Fakt jest prawdziwy dla wszystkich
liczb m < n. Poka»emy, »e jest równie» prawdziwy dla n. Je»eli n jest pierw-
sza, to dowód zako«czony. Je»eli nie jest pierwsza, to ma dzielnik pierwszy
p, n = p ·m, 1 < p, m < n. Z zaªo»enia indukcyjnego m jest albo pierwsza,
albo jest iloczynem liczb pierwszych. W obu przypadkach n jest iloczynem
liczb pierwszych, czyli krok indukcyjny jest prawdziwy.

Wydzielaj¡c kolejno najmniejsze pierwsze dzielniki otrzymujemy rozkªad
dowolnej liczby naturalnej m na czynniki pierwsze

m = pa1
1 · pa2

2 · . . . · pas
s , (1.3)

gdzie a1, a2, . . . , as ∈ N, p1, p2, . . . , ps s¡ pierwsze i p1 < p2 < · · · < ps.

Fakt 1.16. Rozwini¦cie (1.3) jest jednoznaczne, to znaczy, je»eli

pa1
1 · pa2

2 · . . . · pas
s = qb1

1 · qb2
2 · . . . · qbt

t , (1.4)

gdzie p1, . . . , ps, q1 . . . , qt s¡ pierwsze i uporz¡dkowane rosn¡co, czyli p1 <
p2 < · · · < ps, q1 < q2 < · · · < qt, to

s = t, ∀ i = 1, . . . , s pi = qi, ai = bi.

Dowód. Je»eli p1 jest ró»na od ka»dej z liczb q1, . . . , qt to jets z ka»d¡ z nich
wzgl¦dnie pierwsza. W takim razie, zgodnie z zasadniczym twierdzeniem
arytmetyki (Fakt 1.9) jest wzgl¦dnie pierwsza z ich iloczynem, czyli z m.
Oczywi±cie jest to sprzeczno±¢, czyli p1 = qi dla pewnego i. p1 jest z de�nicji
najmniejszym pierwszym dzielnikiem m, a q1 ≤ qi, wi¦c p1 = q1. Zauwa»my,
»e tak»e a1 = b1. W przeciwnym razie, je»eli a1 > b1, to obie strony (1.4)
dzielimy przez pb1

1 . Otrzymujemy

pa1−b1
1 · pa2

2 · . . . · pas
s = qb2

2 · . . . · qbt
t ,

Teraz p1 dzieli lew¡ stron¦, ale jest wzgl¦dnie pierwsze z praw¡, co jest nie-
mo»liwe. Podobnie gdy a1 < b1, wtedy obie strony dzielimy przez pa1

1 . Mu-
simy wi¦c mie¢ a1 = b1. Dzielimy wi¦c obie strony równo±ci (1.4) przez
wspóln¡ warto±¢ pa1

1 = qb1
1 , i powtarzamy procedur¦. Zauwa»my, »e w ko«cu

tak»e otrzymamy s = t.

Wniosek 1.17. Je»eli liczba m ∈ N ma rozkªad na czynniki pierwsze (1.3)
to

θ(m) = (a1 + 1)(a2 + 1) · · · (as + 1).
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Dowód. Je»eli d
∣∣m to dzielniki pierwsze d s¡ te» dzielnikami pierwszymi m.

Rozkªad d na czynniki pierwsze wygl¡da wi¦c nast¦puj¡co:

d = pn1
1 · pn2

2 · · · pns
s , 0 ≤ ni ≤ ai, i = 1, . . . , s. (1.5)

Zauwa»my, »e wszystkich mo»liwych rozwini¦¢ postaci (1.5) jest dokªadnie
(a1 + 1)(a2 + 1) · · · (as + 1).

Przykªad: Znajdziemy wszystkie liczby m, dla których θ(m) = 3. Liczba
3 ma tylko 2 dzielniki, 1 i 3, wi¦c oczywi±cie w rozwini¦ciu (1.3) mamy s = 1
oraz a1 = 2. Wynika st¡d, »e m = p2, gdzie p jest dowoln¡ liczb¡ pierwsz¡.
Liczby m s¡ wi¦c kwadratami liczb pierwszych: m = 4, 9, 25, 49, . . . .

Wyznaczanie NWD i NWW

Je»eli znamy rozkªady na czynniki pierwsze

m = pa1
1 · pa2

2 · . . . · pas
s , n = qb1

1 · qb2
2 · . . . · qbt

t , (1.6)

wtedy ªatwo wyznaczy¢ NWD(m,n) i NWW(m, n). Najwi¦kszy wspólny
dzielnik to iloczyn liczb pierwszych, które wyst¦puj¡ w obu rozkªadach (1.6),
w mniejszej z obydwu pot¦g, a najmniejsza wspólna wielokrotno±¢ to iloczyn
wszystkich liczb pierwszych wyst¦puj¡cych w którymkolwiek z rozkªadów
(1.6), w wi¦kszej ze swoich pot¦g. �atwo to sprawdzi¢ badaj¡c podzielno±¢
i korzystaj¡c z zasadniczego twierdzenia arytmetyki (Fakt 1.9). Powy»sze
odnosi si¦ równie» do wi¦kszej ilo±ci liczb.
Przykªad: a = 360, b = 270, c = 420. Mamy wi¦c a = 23 · 32 · 5, b = 2 · 33 · 5
oraz c = 22 · 3 · 5 · 7. Tak wi¦c

NWD(a, b, c) = 2 · 3 · 5, NWW(a, b, c) = 23 · 33 · 5 · 7 = 8 · 27 · 35 = 7560.

Algorytm Euklidesa
Niech m,n ∈ N. Wyznaczymy NWD(m,n) nie korzystaj¡c z rozkªadu na
czynniki pierwsze. Post¦pujemy wedªug nast¦puj¡cej procedury. Je»eli m =
n to oczywi±cie NWD(m,n) = m = n i koniec. Zaªó»my wi¦c, »e jedna z
liczb jest wi¦ksza, powiedzmy m > n. Wtedy

m = k · n + r, 0 ≤ r < n.

Je»eli r = 0 to oczywi±cie n
∣∣m czyli NWD(m,n) = n zostaª wyznaczony.

Zaªó»my wi¦c, »e r > 0. Ka»dy wspólny dzielnik m i n jest te» dzielnikiem r
(gdy» r = m−k·n), a wi¦c wspólnym dzielnikiem n i r. Z drugiej strony ka»dy
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wspólny dzielnik n i r jest te» dzielnikiem m, a wi¦c wspólnym dzielnikiem
m i n pary m, n oraz n, r maj¡ wi¦c te same wspólne dzielniki, wi¦c tak»e

NWD(m,n) = NWD(n, r).

Zagadnienie znalezienia NWD dwóch liczb sprowadzili±my do takiego sa-
mego zagadnienia, ale dla dwóch mniejszych liczb. Mo»emy kontynuowa¢
procedur¦. Oznaczmy n1 = m, n2 = n, n3 = r. W ka»dym kolejnym kroku
utworzymy nowy element ci¡gu: je»eli nk 6= 0 to nk+1 jest reszt¡ z dzielenia
nk−1 przez nk:

nk−1 = s · nk + nk+1, 0 ≤ nk+1 < nk.

Powtarzaj¡c rozumowanie z poprzedniego akapitu widzimy, »e na ka»dym
kroku mamy

NWD(nk−1, nk) = NWD(nk, nk+1).

Procedura ta musi si¦ w pewnym momencie urwa¢, to znaczy ci¡g nk (który
jest ±ci±le malej¡cy) musi w ko«cu osi¡gn¡¢ 0. Niech ns b¦dzie ostatnim
niezerowym wyrazem naszego ci¡gu. Oznacz to, ze ns

∣∣ns−1 (gdy» reszta z
dzielenia jest równa zero), innymi sªowy

NWD(ns−1, ns) = ns.

Oczywi±cie, otrzymujemy w ko«cu najwi¦kszy wspólny dzielnik, którego szu-
kali±my:

NWD(m, n) = ns.

Opisana powy»ej procedura znajdowania najwi¦kszego wspólnego dzielnika
to tak zwany algorytm Euklidesa. Podobna procedura przydaje si¦ w wielu
sytuacjach. Algorytm Euklidesa mo»na stosowa¢ w przypadku wi¦kszej ilo±ci
liczb. Niech a1, a2, . . . , an b¦d¡ parami ró»ne i uporz¡dkowane a1 > a2 >
· · · > an, n ≥ 2. Wykonujemy nast¦puj¡ce dzielenia z reszt¡:

a1 = k1an + r1,

a2 = k2an + r2,

...
an−1 = kn−1an + rn−1,

gdzie 0 ≤ ri < an. Je»eli wszystkie reszty s¡ zerami r1 = r2 = · · · = rn−1 = 0,
to oczywi±cie an

∣∣ ai i = 1, 2, . . . , an−1 i otrzymujemy

NWD(a1, a2, . . . , an) = an.
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Zaªó»my wi¦c, »e nie wszystkie reszty s¡ zerami. Odrzu¢my te, które s¡ ze-
rami, i zatrzymajmy tylko te niezerowe. Oczywi±cie, je»eli ri = 0 to znaczy, »e
an

∣∣ ai, czyli odrzucenie takiej liczby z listy nie wpªynie na wspólne dzielniki.
Niech wi¦c r1, . . . , rs b¦d¡ pozostaªymi, niezerowymi resztami. Zauwa»my,
»e wspólne dzielniki ukªadu liczb a1, a2, . . . , an i ukªadu liczb r1, r2, . . . , rs, an

s¡ te same, a wi¦c tak»e

NWD(a1, a2, . . . , an) = NWD(r1, r2, . . . , rs, an).

Wykonali±my wi¦c redukcyjny krok algorytmu Euklidesa. Wykonuj¡c dalej
takie kroki z konieczno±ci dojdziemy do momentu, w którym wszystkie reszty
z dzielenia b¦d¡ zerami, i ostatecznie ostatnia na li±cie liczba b¦dzie szuka-
nym dzielnikiem.
Przykªad: Stosuj¡c algorytm Euklidesa znajdziemy NWD(420, 350, 270, 225).
Wykonujemy dzielenia:

420 = 1 · 225 + 195

360 = 1 · 225 + 135

270 = 1 · 225 + 45.

Rozpatrzmy wi¦c NWD(225, 195, 135, 45). Wykonujemy kolejne dzielenia

225 = 5 · 45 + 0

195 = 4 · 45 + 15

135 = 3 · 45 + 0.

Pozostaj¡ tylko dwie niezerowe liczby 15, 45. �atwo zauwa»y¢, »e NWD(15, 45) =
15, a wi¦c tak»e

NWD(420, 360, 270, 225) = 15.

Ciekawostki
(a) Jak wspomnieli±my wcze±niej (bez dowodu) pn+1 < 2pn, gdzie pn jest n-
t¡ kolejn¡ liczb¡ pierwsz¡ (uwaga po Wniosku 1.14). Niech m b¦dzie liczb¡
naturaln¡ wi¦ksz¡ lub równ¡ 2. Niech pn b¦dzie najwi¦ksz¡ liczb¡ pierwsz¡
≤ m. Oczywi±cie taka liczba istnieje, bo zbiór liczb pierwszych nie wi¦kszych
ni» m jest sko«czony. Wtedy kolejna liczba pierwsza pn+1 jest wi¦ksza ni»
m, a z drugiej strony pn+1 < 2pn ≤ 2m. Widzimy wi¦c, »e dla dowolnej
liczby naturalnej m ≥ 2 istnieje liczba pierwsza pomi¦dzy m i 2m. Wyci¡-
gniemy st¡d wniosek, »e dla dowolnej liczby naturalnej n istniej¡ co najmniej
3 liczby pierwsze maj¡ce dokªadnie n cyfr dziesi¦tnych. Wynika to z faktu, »e
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mamy nast¦puj¡ce 4 liczby dokªadnie n-cyfrowe: 1 · 10n−1, 2 · 10n−1, 4 · 10n−1

i 8 · 10n−1. Pomi¦dzy ka»d¡ s¡siaduj¡c¡ par¡ istnieje liczba pierwsza, i ma
dokªadnie n cyfr dziesi¦tnych.
(b) Wiadomo, »e liczby pierwsze (poza 2) s¡ nieparzyste. Okazuje si¦, »e w
pewnym sensie spo±ród liczb nieparzystych ªatwiej by¢ liczb¡ pierwsz¡ licz-
bom postaci 4k+3 ni» liczbom postaci 4k+1 (zauwa»my, »e wszystkie liczby
nieparzyste maj¡ jedn¡ z tych form, dla jakiego± caªkowitego, nieujemnego
k).
Fakt 1.18. Ka»da liczba naturalna postaci n = 4k+3 ma przynajmniej jeden
dzielnik pierwszy tej samej postaci.
Dowód. Niech p b¦dzie najmniejszym dzielnikiem liczby n = 4k+3 tej samej
postaci. Zbiór takich dzielników jest niepusty, gdy» na przykªad nale»y do
niego sama liczba n. Istnieje wi¦c jego element najmniejszy. Je»eli liczba
p jest pierwsza, to fakt jest udowodniony. Je»eli nie jest pierwsza, to ma
rozkªad

p = d · e, 1 < d, e < p.

�aden z czynników d, e nie jest parzysty, gdy» wtedy parzysta byªaby liczba
p, a w konsekwencji tak»e n, co jest nieprawd¡. Ka»dy z dzielników d, e
ma wi¦c jedn¡ z postaci 4l + 1 lub 4l + 3. Zauwa»my, »e nie mog¡ oba by¢
pierwszej postaci. Gdyby tak byªo, to mieliby±my

p = d · e = (4l1 + 1)(4l2 + 1) = 4(4l1l2 + l1 + l2) + 1,

co jest sprzeczne z de�nicj¡ p: p jest postaci 4l + 3. Jeden z czynników d lub
e (ªatwo zauwa»y¢, »e dokªadnie jeden) musi wi¦c by¢ postaci 4l + 3 co jest
sprzeczne z zaªo»eniem, »e p jest najmniejszym dzielnikiem n tej postaci.
Wniosek 1.19. Dla ka»dej liczby naturalnej n istnieje liczba pierwsza postaci
4k + 3 wi¦ksza od n. Liczb pierwszych postaci 4k + 3 jest wi¦c niesko«czenie
wiele.
Dowód. Liczba n! − 1 jest postaci 4k + 3 (dla n ≤ 4), a wi¦c ma pierwszy
dzielnik tej samej postaci. Jednak »aden jej wªa±ciwy dzielnik nie mo»e by¢
dzielnikiem n!, gdy» wtedy byªby tak»e dzielnikiem 1. Poniewa» wszystkie
liczby ≤ n s¡ dzielnikami n!, wi¦c pierwszy dzielnik n postaci 4k + 3 musi
by¢ wi¦kszy od n. Ostatnie stwierdzenie wniosku jest w zwi¡zku z tym
oczywiste.

Powy»sz¡ obserwacj¦ mo»emy rozwin¡¢. Wiemy, »e liczby pierwsze > 3
nie s¡ podzielne ani przez 2 ani przez 3. W takim razie reszta z dzielenia
takiej liczby przez 6 mo»e wynie±¢ tylko 1 albo 5. Jak pokazuje nast¦puj¡cy
fakt reszta 5 jest uprzywilejowana.
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Fakt 1.20. Ka»da liczba naturalna postaci n = 6k+5 ma przynajmniej jeden
dzielnik pierwszy tej samej postaci.

Dowód. Dowód jest taki sam, jak dowód Faktu 1.18. Zauwa»my, »e iloczyn
dwóch liczb jest postaci 6k + 5 dokªadnie wtedy, gdy jeden z czynników jest
postaci 6l+1 a drugi postaci 6l+5. Korzystaj¡c z tej obserwacji post¦pujemy
dalej tak samo jak w dowodzie Faktu 1.18.

Fakt ten ma podobny wniosek.

Wniosek 1.21. Dla ka»dej liczby naturalnej n istnieje wi¦ksza od niej liczba
pierwsza postaci 6k + 5. Liczb pierwszych tej postaci jest wi¦c niesko«czenie
wiele.

Równania diofantyczne
Równanie nazywa si¦ diofantyczne, je»eli dotyczy liczb caªkowitych, w szcze-
gólno±ci je»eli szukamy tylko caªkowitoliczbowych rozwi¡za«. Przyjrzyjmy
si¦ diofantycznemu równaniu liniowemu stopnia 1:

a x + b y = l, a, b ∈ N, l ∈ Z. (1.7)

Szukamy rozwi¡za« x, y ∈ Z. Zastosujemy algorytm Euklidesa. Przypo-
mnijmy, »e maj¡c dwie liczby naturalne a, b ∈ N, powiedzmy a > b algorytm
Euklidesa daje nam ±ci±le malej¡cy, sko«czony ci¡g

n1 > n2 > · · · > ns > 0,

w którym ka»da kolejna liczba ni jest reszt¡ z dzielenia ni−2 przez ni−1,
a = n1, b = n2. Wiemy, »e w takiej sytuacji

NWD(n1, n2) = NWD(n2, n3) = · · · = NWD(ns−1, ns) = ns.

Niech wi¦c równaniu (1.7) a > b i oznaczmy n1 = a, n2 = b. Poniewa»
n1 = q1 · n2 + n3, to mamy

n1x + n2y = l ⇒ (q1 · n2 + n3)x + n2y = l, (1.8)

czyli
n2x1 + n3y1 = l, gdzie y1 = x, x1 = q1x + y. (1.9)

Rozwi¡zanie równania (1.8) daje wi¦c rozwi¡zanie równania (1.9) i na odwrót,
gdy» x, y mo»na odtworzy¢ z x1, y1: x = y1, y = x1 − q1y1. Je»eli n3 6= 0 to
mo»emy kontynuowa¢ regresj¦:

n3x2 + n4y2 = l y2 = x1, x2 = q2x1 + y1.
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Kontynuuj¡c dochodzimy w ko«cu do

ns−1xs−2 + nsys−2 = l,

które jest ªatwo do rozwi¡zania. Mamy ns

∣∣ ns−2, a wi¦c ns−1 = qs−1ns, czyli

ns · (qs−1 · xs−2 + ys−2) = l,

lub, podstawiaj¡c xs−1 = qs−1xs−2 + ys−2

ns · xs−1 = l. (1.10)

To ostatnie równanie ma rozwi¡zanie dokªadnie wtedy, gdy ns

∣∣ l, i w takim
przypadku rozwi¡zanie ªatwo obliczy¢. Je»eli rozwi¡zanie (1.10) istnieje, to
mo»emy odtworzy¢ wszystkie kolejne pary rozwi¡za«. W pierwszym kroku
mo»emy przyj¡¢ dowolne caªkowite xs−2 (na przykªad 0) i nast¦pnie ys−2 =
xs−1 − qs−1 · xs−2. Nast¦pnie stosujemy zale»no±¢ (x0 = x, y0 = y)

xi−1 = yi, yi−1 = xi − qi · yi, i = (s− 1), . . . , 1. (1.11)

Udowodnili±my w ten sposób nast¦puj¡cy wniosek.

Wniosek 1.22. Rozwi¡zanie równania (1.7) w liczbach caªkowitych istnieje
wtedy i tylko wtedy, gdy

NWD(a, b)
∣∣ l.

W szczególno±ci zawsze istnieje rozwi¡zanie w liczbach caªkowitych równania

a · x + b · y = NWD(a, b).

Przykªad: Jako ilustracj¦ procedury znajdowania rozwi¡zania rozwa»my
równanie

119 · x + 105 · y = 28.

Mamy 119 = 1 · 105 + 14, wi¦c powy»sze równanie redukuje si¦ do

105 · x1 + 14 · y1 = 28.

Dalej 105 = 7 · 14 + 7 i otrzymujemy

14 · x2 + 7 · y2 = 28

7 (2 · x2 + y2) = 28

7 · x3 = 28
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Rekurencyjnie, stosuj¡c zale»no±¢ (1.11) odtwarzamy teraz rozwi¡zania po-
przednich równa«. Z x3 odtwarzamy par¦ x2 i y2, przy czym mamy dowolno±¢
wybory x2. We¹my x2 = 0 i otrzymujemy y2 = 4. St¡d x1 = y2 = 4,

y1 = x2 − q2 · x1 = 0− 7 · 4 = −28.

Dalej x = y1 = −28 oraz

y = x1 − q1 · y1 = 4− 1 · (−28) = 4 + 28 = 32.

Mamy wi¦c szukane rozwi¡zanie.
Wniosek 1.22 mo»na uogólni¢ na wi¦ksz¡ liczb¦ niewiadomych. Zróbmy

jeszcze nast¦puj¡c¡ uwag¦. Zmiana znaku nie wpªywa na podzielno±¢ jednej
liczby przez drug¡. W takim razie zbiory dzielników liczb a i −a s¡ iden-
tyczne. Rozwa»aj¡c najwi¦kszy wspólny dzielnik zbioru liczb nie musimy
ogranicza¢ si¦ do liczb naturalnych, mo»emy rozwa»a¢ dowolne liczby caªko-
wite. Poniewa» ka»da liczba jest dzielnikiem 0, wi¦c je»eli chcemy mówi¢ o
najwi¦kszym wspólnym dzielniku zbioru liczb caªkowitych, to przynajmniej
jedna z liczb tego zbioru musi by¢ ró»na od zera. Zwró¢my uwag¦, »e co
prawda rozwa»amy liczby caªkowite, to bierzemy pod uwag¦ jedynie dzielniki
naturalne, czyli NWD jest zawsze liczb¡ naturaln¡, i mamy prost¡ wªasno±¢:

NWD(a1, a2, . . . , an) = NWD(|a1|, |a2|, . . . , |an|).
Takie rozszerzenie poj¦cia najwi¦kszego wspólnego dzielnika akurat pasuje
do poni»szego twierdzenia.

Twierdzenie 1.23. Dla n > 1 i liczb caªkowitych a1, a2 . . . , an z których nie
wszystkie sa zerami istniej¡ liczby caªkowite ξ1, ξ2, . . . , ξn takie, »e

a1 · ξ1 + a2 · ξ2 + · · ·+ an · ξn = NWD(a1, a2, . . . , an). (1.12)

NWD(a1, a2, . . . , an) jest najmniejsz¡ liczb¡ naturaln¡, któr¡ da si¦ przed-
stawi¢ w tej postaci (dla pewnych ξ1, . . . , ξn).

Dowód. Rozwa»my zbiór A tych liczb naturalnych m, które da si¦ przedsta-
wi¢ w postaci (1.12). Zauwa»my, »e jest to zbiór niepusty. Je»eli ak 6= 0, to
albo ak albo −ak jest liczb¡ naturalna, i nale»y do A:

ak = a1 · 0 + a2 · 0 + · · ·+ ak · 1 + ak+1 · 0 + · · ·+ an · 0
(−ak) = a1 · 0 + a2 · 0 + · · ·+ ak · (−1) + ak+1 · 0 + · · ·+ an · 0

Niech d b¦dzie najmniejszym elementem zbioru A. Mamy wi¦c, dla pewnych
ξ1, ξ2, . . . , ξn

d = a1 · ξ1 + · · ·+ an · ξn. (1.13)
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Zaªó»my, »e inna liczba naturalna, m, te» ma reprezentacj¦ tej postaci:

m = a1 · x1 + · · ·+ an · xn. (1.14)

Poka»emy, »e d
∣∣ m. Liczba m jest wi¦ksza lub równa d, wi¦c m = q · d + r,

gdzie 0 ≤ r < d. Obie strony równo±ci (1.13) pomnó»my przez q i odejmijmy
stronami od równo±ci (1.14):

q · d = a1 · q · ξ1 + · · ·+ an · qξn

q · d + r = a1 · x1 + · · ·+ an · xn

r = a1 · (x1 − q · ξ1) + · · ·+ an · (xn − q · ξn).

Gdyby r > 0, to byªoby to sprzeczne z zaªo»eniem, »e d jest najmniejsz¡
liczb¡ w A. Musi wi¦c by¢ r = 0 czyli istotnie d

∣∣ m. Ka»da liczba caªkowita
(niekoniecznie naturalna, gdy» zmiana znaku nie wpªywa na podzielno±¢),
któr¡ mo»na przedstawi¢ w postaci (1.14) dzieli si¦ wi¦c przez d. Wiemy,
»e wszystkie niezerowe liczby ak maj¡ takie przedstawienie, a wi¦c d dzieli
ka»d¡ liczb ak:

d
∣∣ ak, k = 1, 2, . . . , n.

Liczba d jest wi¦c wspólnym dzielnikiem wszystkich wspóªczynników a1, . . . an.
Z drugiej strony, oczywi±cie, ka»dy wspólny dzielnik tych wspóªczynników
jest te» dzielnikiem d, a wi¦c

d = NWD(a1, . . . , an).

Uwaga: Zauwa»my, »e powy»szy dowód nie daje praktycznej procedury zna-
lezienia rozwi¡zania równania (1.12), a jedynie zapewnia istnienie. Natomiast
w przypadku n = 2 dowód Wniosku 1.22 daje tak¡ praktyczn¡ procedur¦.
Wniosek 1.24. Liczby a1, . . . an s¡ wzgl¦dnie pierwsze ⇔ istniej¡ liczby caª-
kowite ξ1, . . . ξn takie, »e

a1 · ξ1 + a2 · ξ2 + · · ·+ an · ξn = 1.

Z Twierdzenia 1.23 mo»emy wyci¡gn¡¢ wniosek analogiczny do Wniosku
1.22, który wcze±niej udowodnili±my w przypadku 2 niewiadomych.
Wniosek 1.25. Równanie

m = a1 · x1 + · · ·+ an · xn (1.15)

gdzie liczby a1, a2, . . . , an i m s¡ caªkowite (nie wszystkie ai równe 0), n ≥
2 ma rozwi¡zanie w liczbach caªkowitych wtedy i tylko wtedy, gdy m jest
podzielna przez NWD(a1, a2, . . . , an).
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Dowód. Oznaczmy d = NWD(a1, . . . , an). Je»eli rozwi¡zanie równania (1.15)
istnieje, to wstawiaj¡c do niego ai = d · bi otrzymujemy

m = d · b1 · x1 + · · ·+ d · bn · xn = d · (b1 · x1 + · · ·+ bn · xn), (1.16)

czyli istotnie d
∣∣ m. Z drugiej strony zaªó»my, »e d

∣∣m, czyli m = d·k. Wiemy,
»e liczby bi = ai/d s¡ wzgl¦dnie pierwsze, czyli w my±l Wniosku 1.24 istniej¡
liczby caªkowite ξ1, . . . , ξn takie, »e

b1 · ξ1 + b2 · ξ2 + · · ·+ bn · ξn = 1.

�atwo zauwa»y¢, »e liczby xi = k · ξi stanowi¡ rozwi¡zanie równania (1.15):

a1·x1+· · ·+an·xn = a1·k·ξ1+· · ·+an·k·ξn = d·k·(b1·ξ1+· · ·+bn·ξn) = d·k = m.

Podamy teraz procedur¦, przy pomocy której mo»na rozwi¡za¢ równania
(1.15) w przypadku n > 2. Zaªó»my, »e istnieje takie rozwi¡zanie, czyli
liczby caªkowite x1, . . . xn dla których zachodzi (1.15). Przeksztaªcaj¡c (1.15)
otrzymujemy

a1 · x1 + a2 · x2 + · · ·+ an−1 · xn−1 = m− an · xn.

Wiemy, »e rozwi¡zanie powy»szego równania (czyli liczby x1, . . . , xn−1 � xn

jest ustalone) istnieje. Je»eli wi¦c d = NWD(a1, . . . , an−1), to zgodnie z
Wnioskiem 1.25 d

∣∣ (m− an · xn). Istnieje wi¦c liczba caªkowita, nazwijmy j¡
xn+1, taka, »e

d · xn+1 = m = an · xn ⇒ an · xn + d · xn+1 = m. (1.17)

Znaj¡c an, d i m mo»emy znale¹¢ xn oraz xn+1 korzystaj¡c z procedury opar-
tej o algorytm Euklidesa, opisanej w dowodzie Wniosku 1.22. W ten sposób
�nadgry¹li±my� problem znalezienia rozwi¡zania x1, . . . , xn: znale¹li±my xn.
Pozostaje kontynuowa¢ analogicznie, i znale¹¢ pozostaªe liczby xi.
Przykªad Rozwi¡»emy równanie

12 · x + 15 · y + 7 · z = 11.

Mamy NWD(12, 15, 7) = 1
∣∣ 11, czyli rozwi¡zanie istnieje, musimy je tylko

znale¹¢. Obliczamy NWD(12, 15) = 3, i formuªujemy równanie (1.17):

7 · z + 3 · t = 11.
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To jest równanie z dwoma zmiennymi, wi¦c rozwi¡zujemy je zwykª¡ proce-
dur¡ stosuj¡c algorytm Euklidesa. Mamy 7 = 2 · 3 + 1, czyli przeksztaªcone
równanie ma posta¢:

3 · z1 + 1 · t1 = 11, gdzie t1 = z, z1 = 2 · z + t.

Widzimy wi¦c, »e 3 · z1 + t1 = 11. Mo»emy wybra¢ z1 dowolnie, i oznaczmy
nasz wybór k. Wtedy t1 = 11 − 3 · k, czyli z = 11 − 3 · k oraz t = k − 2 ·
(11− 3 · k) = 7 · k − 22. Pozostaªo nam do rozwi¡zania równanie

12 · x + 15 · y = 11− 7 · (11− 3 · k) = 21 · k − 6 · 11,

czyli, po skróceniu przez 3

4 · x + 5 · y = 7 · k − 22.

Kontynuujemy: 5 = 1 · 4 + 1, a wi¦c

4 · x1 + 1 · y1 = 7 · k − 22, gdzie y1 = y, x1 = 1 · x + y.

Za x1 mo»emy podstawi¢ dowoln¡ liczb¦ caªkowit¡, nazwijmy j¡ l. Wtedy
y1 = 7 · k − 4 · l − 22. Wracaj¡c do pierwotnych zmiennych otrzymujemy

x = −7 · k + 5 · l + 22, y = 7 · k − 4 · l − 22, z = 11− 3 · k.

Równania wy»szych stopni
Równanie

x2 + y2 = z2 (1.18)
nazywa si¦ równaniem Pitagorasa. Szukamy rozwi¡za« równanie Pitago-
rasa w±ród liczb naturalnych. �atwo zgadn¡¢ rozwi¡zanie: x = 3, y = 4 i
z = 5. Rozwi¡zanie nazywamy wªa±ciwym, je»eli wszystkie liczby x, y, z s¡
naturalne a x oraz y s¡ wzgl¦dnie pierwsze. Wida¢, »e wszystkie rozwi¡za-
nia (naturalne) równania Pitagorasa s¡ postaci dx, dy, dz, gdzie x, y, z jest
rozwi¡zaniem wªa±ciwym, a d jest dowoln¡ liczb¡ naturaln¡. Nast¦puj¡ce
twierdzenie wyznacza wszystkie rozwi¡zania wªa±ciwe

Twierdzenie 1.26. Wszystkie rozwi¡zania wªa±ciwe równania (1.18) w któ-
rych y jest liczb¡ parzyst¡ maja posta¢

x = m2 − n2, y = 2 ·m · n, z = m2 + n2, (1.19)

gdzie m,n s¡ dowolnymi liczbami naturalnymi wzgl¦dnie pierwszymi, o prze-
ciwnej parzysto±ci, oraz m > n.
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Uwagi: (a) Zauwa»my, »e je»eli x, y, z jest rozwi¡zaniem wªa±ciwym, to x i
y nie mog¡ by¢ jednocze±nie parzyste ani jednocze±nie nieparzyste. Gdyby
obie byªy parzyste, to nie mogªyby by¢ wzgl¦dnie pierwsze. Gdyby obie
byªy nieparzyste, to z2 musiaªaby mie¢ posta¢ 4k + 2, co jest niemo»liwe.
Jedna z liczb x, y musi wi¦c by¢ parzysta, a druga nieparzysta. Zastrze»enie
w sformuªowaniu twierdzenia, »e y jest liczb¡ parzyst¡ nie ogranicza wi¦c
ogólno±ci.
(b) Ró»ne pary liczb m,n, speªniaj¡ce wymagania twierdzenia, daj¡ ró»ne
rozwi¡zania. Wynika to z zale»no±ci 2 ·m2 = z + x oraz 2 · n2 = z − x.

Dowód. Zaªo»yli±my, »e y jest parzysta, a wi¦c x musi by¢ nieparzysta. W
zwi¡zku z tym z tak»e jest nieparzysta. Mamy wi¦c, dla pewnych liczb
naturalnych a i b, a > b

z + x = 2 · a, z − x = 2 · b.

Zauwa»my, »e liczby a i b musz¡ by¢ wzgl¦dnie pierwsze. Je»eli bowiem d
∣∣ a

i d
∣∣ b, to z zale»no±ci z = a + b, x = a − b otrzymaliby±my d

∣∣x oraz d
∣∣ z.

Wtedy d2
∣∣ x2 i d2

∣∣ z2, czyli d2
∣∣ y2, a z tego wynika, »e d

∣∣ y. d jest wi¦c
wspólnym dzielnikiem x i y, czyli skoro te dwie liczby sa wzgl¦dnie pierwsze
musi by¢ d = 1. Z równania (1.18) mamy

y2 = z2 − x2 = 4 · a · b.

y jest parzysta, wi¦c dla pewnej liczby c ∈ N mamy y = 2 · c, oraz c2 = a · b.
Liczby a i b s¡ wzgl¦dnie pierwsze, wi¦c same musz¡ by¢ kwadratami liczb
naturalnych:

a = m2, b = n2 ⇒ z = m2 + n2, x = m2 − n2.

Mamy tak»e
y = 2 · c = 2 ·m · n.

Liczby a i b sa wzgl¦dnie pierwsze, wi¦c tak»e m i n musz¡ by¢ wzgl¦dnie
pierwsze. W zwi¡zku z tym nie mog¡ by¢ obie parzyste. Nie mog¡ te» obie
by¢ nieparzyste, bo wtedy tak»e x byªaby parzysta, a wiemy, »e nie jest. m i
n maj¡ wi¦c przeciwn¡ parzysto±¢, i, oczywi±cie m > n. Udowodnili±my wi¦c,
»e ka»de rozwi¡zanie wªa±ciwe ma opisan¡ w twierdzeniu posta¢. Pozostaje
pokaza¢, »e je»eli liczby naturalne m i n speªniaj¡ warunki twierdzenia, to
wzór (1.19) daje wªa±ciwe rozwi¡zanie równania (1.18). Podstawiaj¡c (1.19)
do (1.18) widzimy, »e rzeczywi±cie otrzymujemy rozwi¡zanie. Z (1.19) oraz
z m > n wynika, »e wszystkie liczby x, y i z s¡ naturalne, i y jest parzysta.
Pozostaje sprawdzi¢, ze x i y s¡ wzgl¦dnie pierwsze. Niech d = NWD(x, y).
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Zauwa»my, »e x = m2 − n2, a wi¦c x nie jest parzysta (bo m i n maj¡ prze-
ciwn¡ parzysto±¢). Nie mo»e wi¦c mie¢ parzystych dzielników, czyli d musi
by¢ nieparzysta. d

∣∣ x i d
∣∣ y wi¦c tak»e, z (1.18) d

∣∣ z. Z (1.19) wynika, »e
2m2 = z + x oraz 2n2 = z − x wi¦c d

∣∣ 2m2 i d
∣∣ 2n2. Poniewa» d jest niepa-

rzysta, wi¦c d
∣∣ m2 i d

∣∣ n2. Ale m i n sa wzgl¦dnie pierwsze, a z tego wynika,
»e m2 i n2 sa wzgl¦dnie pierwsze. Musimy wi¦c mie¢ d = 1. Udowodnili±my
wi¦c, »e x i y s¡ wzgl¦dnie pierwsze, co ko«czy dowód twierdzenia.

Zauwa»my, »e znane rozwi¡zanie 3, 4, 5 odpowiada m = 2, n = 1. Warto
jako ciekawostk¦ wspomnie¢ nast¦puj¡ce twierdzenie:

Twierdzenie 1.27 (Wielkie Twierdzenie Fermata). Dla n > 2 równanie

xn + yn = zn

nie ma rozwi¡za« b¦d¡cych liczbami naturalnymi.

Twierdzenie to jest jednym z najsªynniejszych twierdze«, i ma bogat¡ hi-
stori¦. Pierre de Fermat, który je sformuªowaª w 1637 roku my±laª, »e umie
je udowodni¢, i »e jest to ªatwe. Przypuszczalnie si¦ myliª, poniewa» do-
wód okazaª si¦ trudny. Ostatecznie, po wielu próbach i trudach, twierdzenie
zostaªo udowodnione pod koniec ubiegªego wieku.
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Rozdziaª 2

Kongruencje

Niech a, b ∈ Z, m ∈ N. Mówimy, »e �a przystaje do b modulo m�, i piszemy
a ≡ b (mod m), je»eli m

∣∣ (b− a). Na przykªad

18 ≡ −8 (mod 13), −5 ≡ 5 (mod 10).

a przystaje do b modulo m je»eli maj¡ takie same reszty z dzielenia przez m.
Przystawanie nazywa si¦ te» czasem kongruencj¡. �atwo zauwa»y¢ nast¦pu-
j¡ce wªasno±ci kongruencji:

1. a ≡ b (mod m) (zwrotna),

2. a ≡ b (mod m) ⇔ b ≡ a (mod m) (symetryczna),

3. je»eli a ≡ b (mod m) oraz b ≡ c (mod m) to tak»e a ≡ c (mod m)
(przechodnia),

4. kongruencje mo»emy dodawa¢, odejmowa¢ i mno»y¢ stronami: je»eli
a ≡ b (mod m) oraz c ≡ d (mod m) to tak»e

a± c ≡ b± d (mod m), a · c ≡ b · d (mod m).

Z wªasno±ci 1�3 wynika, »e przystawanie modulo m jest relacj¡ równowa»-
no±ci, która rozdziela zbiór liczb caªkowitych na klasy abstrakcji � reszty z
dzielenia przez m. Z wªasno±ci 4 natomiast wynika »e kongruencje mo»na
stronami mno»y¢ przez staª¡, i podnosi¢ do naturalnej pot¦gi. Nie mo»na
jednak stronami dzieli¢:

6 ≡ 2 (mod 4), 2 ≡ 2 (mod 4) ; 3 ≡ 1 (mod 4).

Mo»na ªatwo zauwa»y¢ jednak, »e je»eli d
∣∣ a, d

∣∣ b oraz d
∣∣ m, to

a ≡ b (mod m) ⇒ a

d
≡ b

d

(
mod m

d

)
.
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Je»eli d
∣∣ m to mamy te» oczywi±cie

a ≡ b (mod m) ⇒ a ≡ b (mod d).

Twierdzenie 2.1. Je»eli a ≡ b (mod m) i f(x) = αn xn + · · · + α1 x + a0

jest wielomianem o wspóªczynnikach caªkowitych, to f(a) ≡ f(b) (mod m).

Dowód. Dla i = 0, 1, 2, . . . , n podnosz¡c kongruencj¦ stronami do pot¦gi
otrzymujemy ai ≡ bi (mod m), a nast¦pnie mno»¡c kongruencje stronami
przez staªe otrzymujemy αi a

i ≡ αi b
i (mod m). Dodaj¡c stronami wszystkie

te kongruencje otrzymujemy tez¦.

We¹my dowoln¡ liczb¦ N ∈ N, i niech jej rozwini¦cie dziesi¦tne ma posta¢
N = cncn−1 · · · c0, czyli

N = c0 + 10 c1 + 102 c2 + · · ·+ 10n cn.

Ustalmy wielomian f(x) = c0 +c1 x+c2 x2 + · · ·+cn xn. Mamy ci ∈ Z (nawet
ci ∈ {0, 1, . . . , 9}), f(10) = N i f(1) = c0 +c1 + · · ·+cn. Oczywi±cie zachodzi
kongruencja

10 ≡ 1 (mod 9).
Z twierdzenia 2.1 mamy wi¦c, »e f(10 ≡ f(1) (mod 9). Mo»emy st¡d wy-
wnioskowa¢ tak zwan¡ cech¦ podzielno±ci przez 9:

Wniosek 2.2. Liczba naturalna jest podzielna przez 9 wtedy i tylko wtedy
gdy suma jej cyfr dziesi¦tnych jest podzielna przez 9.

Podobny wniosek mo»emy sformuªowa¢ dla 3. Zauwa»my, »e tak na-
prawd¦ udowodnili±my troch¦ wi¦cej ni» cech¦ podzielno±ci, mianowicie po-
kazali±my, »e reszta z dzielenia przez 9 liczby jest taka sama jak reszta z
dzielenia przez 9 sumy jej cyfr. Mo»emy podobnie udowodni¢ inne cechy
podzielno±ci. Poniewa» 10 ≡ −1 (mod 11), oraz

f(−1) = c0 − c1 + c2 −+ · · · ± cn, (2.1)

a wi¦c

Wniosek 2.3. Liczba N jest podzielna przez 11 wtedy i tylko wtedy, gdy suma
oscyluj¡ca (czyli suma (2.1)) jest podzielna przez 11.

Przykªad: 11
∣∣ 10n +1 ⇔ n jest parzyste. Zauwa»my, »e liczb¦ N mo»emy

tak»e zapisa¢ w postaci

N = (c2c1c0) + 1000 (c5c4c3) + 10002 (c8c7c6) + . . . .
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Kolejne trójki cyfr to wspóªczynniki, liczby od 0 do 999. S¡ to �cyfry� w
zapisie �tysi¡cowym� liczb. Taki system zapewne uwa»aliby±my za naturalny
gdyby±my mieli po 1000 palców. Wprowad¹my wielomian

g(x) = (c2c1c0) + x (c5c4c3) + x2 (c8c7c6) + . . .

Oczywi±cie powy»sza suma jest sko«czona, a nie dopisali±my jej ko«ca dla-
tego, »e ostatni wspóªczynnik n mo»e wyst¡pi¢ w ró»nych miejscach ostat-
niego trzycyfrowego wspóªczynnika wielomianu. Korzystaj¡c z kongruencji

1000 ≡ −1 (mod 7), 1000 ≡ −1 (mod 13),

otrzymujemy

N ≡ (c2c1c0)− (c5c4c3) + (c8c7c6)− . . . (mod 7), a tak»e (mod 13),

a wi¦c

Wniosek 2.4. Liczba N jest podzielna przez 7 wtedy i tylko wtedy, gdy oscy-
luj¡ca suma jej cyfr dziesi¦tnych (grupowanych po 3) jest podzielna przez 7.
Podobna cecha podzielno±ci zachodzi dla 13.

Przykªad: Liczba 10n jest podzielna przez 7 (i przez 13) wtedy i tylko wtedy,
gdy n przy dzieleniu przez 6 daje reszt¦ 3. �atwo zauwa»y¢, »e dokªadnie w
takim przypadku suma oscyluj¡ca daje 0.

Twierdzenie Eulera
Dla m ∈ N, m > 1 niech ϕ(m) oznacza ilo±¢ liczb naturalnych nie wi¦kszych
od m, i wzgl¦dnie pierwszych z m. Ustawmy te liczby w porz¡dku rosn¡cym,
i oznaczmy przez

r1, r2, r3, . . . , rϕ(m).

Oczywi±cie, zawsze mamy r1 = 1, rϕ(m) = m − 1. We¹my a ∈ Z, dowoln¡
liczb¦ wzgl¦dnie pierwsz¡ z m. Niech ρk b¦dzie reszt¡ z dzielenia ark przez
m:

a rk = qk ·m + ρk, k = 1, 2, . . . , ϕ(m). (2.2)

Fakt 2.5. Liczby ρk to te same liczby co rk, z dokªadno±ci¡ do numeracji.

Dowód. Wszystkie liczby ρk s¡ mniejsze od m i »adna nie mo»e by¢ zerem
(bo m nie dzieli a · rk). Innymi sªowy, 1 ≤ ρk < m. Zauwa»my, »e liczby ρk

musz¡ by¢ wzgl¦dnie pierwsze z m. Wiemy, »e m jest wzgl¦dnie pierwsza z
a i z rk, wi¦c z zasadniczego twierdzenia algebry jest wzgl¦dnie pierwsza z
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a · rk. Z drugiej strony z (2.5) wynika, »e ewentualne wspólne dzielniki m i
ρk byªyby te» wspólnymi dzielnikami m i a · rk. Musi wi¦c w szczególno±ci
zachodzi¢

1 = NWD(m, a · rk) = NWD(m, ρk).

Mamy wi¦c ϕ(m) liczb naturalnych ρ1, . . . ρϕ(m) mniejszych od m i wzgl¦dnie
pierwszych z m. Wystarczy pokaza¢, »e liczby te s¡ wszystkie ró»ne. Zaªó»my
wi¦c nie wprost, »e ρk = ρl dla pewnych k, l, 1 ≤ k < l ≤ ϕ(m). Wtedy

a · rk = qk ·m + ρk, a · rl = ql ·m + ρl ⇒ a · rk ≡ a · rl (mod m).

W takim razie m
∣∣ a(rl − rk a st¡d m

∣∣ (rl − rk), a to jest niemo»liwe, bo
1 ≤ rl − rk < m. Wszystkie liczby ρ1, . . . ρϕ(m) s¡ wi¦c ró»ne.

Twierdzenie 2.6 (Eulera). Dla ka»dej pary liczb a,m ∈ Z, m > 1 wzgl¦dnie
pierwszych zachodzi kongruencja

aϕ(m) ≡ 1 (mod m). (2.3)

Dowód. Oznaczmy

M = r1 · r2 · . . . · rϕ(m) = ρ1 · ρ2 · . . . · ρϕ(m).

Widzimy, »e NWD(M, m) = 1, gdy» m jest wzgl¦dnie pierwsze z ka»dym
czynnikiem. Z de�nicji ρk mamy

ρk ≡ a · rk (mod m) k = 1, 2, . . . , ϕ(m),

i po pomno»eniu stronami

M ≡ aϕ(m)M (mod m) ⇒ m
∣∣M(aϕ(m) − 1).

Musi wi¦c zachodzi¢ (2.3).

Przykªad: Dla a liczby nieparzystej a4 ≡ 1 (mod 8)

Wniosek 2.7 (Maªe twierdzenie Fermata). Je»eli p jest liczb¡ pierwsz¡, a ∈
Z nie dzieli si¦ przez p, to

ap−1 ≡ 1 (mod p).
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Tajny klucz symetryczny:
Metoda szyfrowania przy pomocy tajnego klucza ma wad¦: osoba szyfruj¡ca
i osoba odczytuj¡ca musz¡ posªugiwa¢ si¦ tym samym kluczem. Szyfruj¡cy
mo»e ustali¢ klucz, a nast¦pnie przesªa¢ go do odbiorcy. Ale ten proces
przesyªania to sªabe ogniwo caªego systemu: kto± mo»e przechwyci¢ klucz w
trakcie przesyªki. Okazuje si¦, »e tajnego klucza wcale nie trzeba przesyªa¢.
Dwie osoby mog¡ ustali¢ tajny klucz w sprytny sposób, przesyªaj¡c pomi¦dzy
sob¡ jedynie jawne �póªprodukty�. Odkrycie takiego sprytnego sposobu bez-
piecznej generacji tajnego klucz byªo sensacj¡, i przeªomem w kryptogra�i.
Opiszemy teraz ten sprytny (ale jednocze±nie prosty) sposób. Dwie strony
w jawny sposób uzgadniaj¡ dwie liczby. Jedn¡ z tych liczb, a, nazwiemy
podstaw¡, a drug¡, m moduªem. Liczba a mo»e by¢ maªa, na przykªad 2
lub 5, natomiast m powinna by¢ du»¡ liczb¡ pierwsz¡. Od wielko±ci m za-
le»y dªugo±¢ generowanego tajnego klucza, a jej pierwszo±¢ jest wa»na dla
bezpiecze«stwa procedury. Po ustaleniu jawnych liczb a i m ka»da ze stron
dodatkowo ustala sobie tajn¡ liczb¦, tak zwany wykªadnik. Oznaczmy te
dodatkowe, tajne, liczby przez t1, t2. Ka»da ze stron oblicza pot¦g¦ ati , a
nast¦pnie jej reszt¦ z dzielenia przez m:

at1 = q1 ·m + r1, at2 = q2 ·m + r2.

Nast¦pnie strony przesyªaj¡ sobie tak obliczone reszty, w sposób jawny. Na-
st¦pnie ka»da ze stron podnosi otrzyman¡ reszt¦ do swojej tajnej pot¦gi, i
ponownie oblicza reszt¦ z dzielenia przez m:

rt1
2 = q3 ·m + ρ1, rt2

1 = q4 ·m + ρ2.

Zauwa»my, »e ρ1 = ρ2:
rt1
2 =

(
at2 − q2 ·m

)t1 = at2·t1 + m( . . . )

rt2
1 =

(
at1 − q1 ·m

)t2 = at1·t2 + m( . . . )

czyli rt1
2 ≡ rt2

1 (mod m). Wspólna warto±¢ ρ1 = ρ2 jest tajnym kluczem,
który zostaª wygenerowany bez przesyªania tajnych informacji. Osoba pod-
sªuchuj¡ca ewentualnie komunikacj¦ ma do dyspozycji liczby a, m oraz dwie
reszty r1 i r2. Nie ma prostej metody (w praktyce oznacza to, »e w ogóle
nie ma metody) na odtworzenie z tych danych tajnego klucza ρ1 = ρ2, czy
równowa»nie pot¦g t1, t2

Przykªad: Ustalamy podstaw¦ 2 i moduª 19. To s¡ jawne dane. Pierwszy
u»ytkownik wybiera swoj¡ tajn¡ pot¦g¦ 16, a drugi u»ytkownik 13. Pierwszy
u»ytkownik oblicza

216 = 65536 = 3449 · 19 + 5 ≡ 5 (mod 19),
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i przesyªa 5 jako swoj¡ reszt¦. Drugi u»ytkownik tak otrzyman¡ reszt¦ prze-
twarza:

513 = 1220703125 = 64247532 · 19 + 17 ≡ 17 (mod 19).

To jest tajny klucz, wygenerowany po stronie drugiego u»ytkownika. Sprawd¹my,
co wygeneruje pierwszy u»ytkownik. Drugi u»ytkownik oblicza swoj¡ reszt¦:

213 = 8192 = 431 · 19 + 3 ≡ 3 (mod 19),

i przesyªa j¡ pierwszemu u»ytkownikowi. Ten dalej oblicza:

316 = 43046721 = 2265616 · 19 + 17 ≡ 17 (mod 19).

Istotnie, pierwszy u»ytkownik otrzymaª ten sam tajny klucz.

Klucz niesymetryczny
Metoda jawnego uzgadniania tajnego klucza opisana powy»ej nie zdobyªa
wielkiej popularno±ci, bo wkrótce po niej odkryto jeszcze lepsz¡ metod¦ szy-
frowania, tak zwan¡ metod¦ z kluczem niesymetrycznym. Do szyfrowania
u»ywa si¦ jednego klucza (który mo»e by¢ jawny), natomiast do odszyfrowy-
wania potrzebny jest inny klucz, pasuj¡cy do klucza szyfruj¡cego. Schemat
komunikacji jest taki, »e osoba chc¡ca otrzymywa¢ zaszyfrowane wiadomo±ci
generuje par¦ kluczy � szyfruj¡cy (publiczny, jawny) i odszyfrowuj¡cy (pry-
watny, tajny). Nast¦pnie klucz szyfruj¡cy udost¦pnia wszystkich ch¦tnym.
Schemat dziaªa nast¦puj¡co: wybieramy dwie liczby pierwsze p i q, które
powinny by¢ du»e. Wielko±¢ tych liczb ma wpªyw na bezpiecze«stwo szyfru.
Dodatkowo opisywany schemat wymaga, aby wiadomo±¢ do zaszyfrowania
(czyli liczba � w dzisiejszym elektronicznym cyfrowym ±wiecie wiadomo±ci to
liczby), musi by¢ mniejsza od iloczynu p ·q. Nie jest to powa»ne ograniczenie,
gdy» praktyczne implementacje opisywanego systemu szyfrowania szyfruj¡ w
ten sposób tylko tajny klucz. Wªa±ciwa wiadomo±¢ szyfrowana jest inn¡ me-
tod¡, wªa±nie przy pomocy klucza. Mamy wi¦c wybrane dwie liczby pierwsze,
i obliczamy ich iloczyn P = p ·q. Nast¦pnie obliczamy (p−1)(q−1), i wybie-
ramy liczb¦ k wzgl¦dnie pierwsz¡ z (p− 1)(q − 1). Para liczb P i k stanowi
klucz publiczny. Kluczem tym szyfrujemy wiadomo±¢ w nast¦puj¡cy sposób.
Niech X b¦dzie wiadomo±ci¡ do zaszyfrowania (to jest liczba). Podnosimy
X do pot¦gi k i obliczamy reszt¦ z dzielenia przez P . Tak uzyskana liczba
Y to tekst zaszyfrowany. Nie da si¦ go ju» odszyfrowa¢ kluczem publicznym.
Do odszyfrowania post¦pujemy nast¦puj¡co. Wiemy, »e (p− 1)(q − 1) i k s¡
wzgl¦dnie pierwsze, wi¦c istniej¡ liczby r i µ takie, »e

r · k + µ · (p− 1)(q − 1) = 1. (2.4)
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Jak wiemy, r i µ mo»na wyznaczy¢ algorytmem Euklidesa. Para P i r to
klucz prywatny. Nie da si¦ odtworzy¢ r bez znajomo±ci faktoryzacji P = p ·
q. Odszyfrowujemy wiadomo±¢ nast¦puj¡co. Wiadomo±¢ zaszyfrowan¡ czyli
liczb¦ Y podnosimy do pot¦gi r, a nast¦pnie obliczamy reszt¦ ρ z dzielenia
przez P :

Y r = θ · P + ρ ⇒ (
Xk − θ′ · P)r

= θ · P + ρ ⇒ Xk·r = ρ + P ( . . . ).

Widzimy wi¦c, »e Y r ≡ Xk·r (mod P ). Przypomnijmy funkcj¦ ϕ. Wiemy,
»e dla liczby pierwszej p mamy ϕ(p) = (p − 1), oraz dla liczb wzgl¦dnie
pierwszych p, q mamy ϕ(p · q) = ϕ(p) · ϕ(q). W takim razie ϕ(P ) = (p −
1)(q − 1). Z (2.4) wynika wi¦c, »e

Xk·r = X1
(
X(p−1)(q−1)

)−µ
.

Wiemy z twierdzenia Eulera 2.6, »e

X(p−1)(q−1) = Xϕ(P ) ≡ 1 (mod P ).

Je»eli µ ≤ 0 to od razu mamy

X1
(
X(p−1)(q−1)

)−µ ≡ X (mod P ),

czyli Xk·r ≡ X (mod P ). Je»eli µ > 0 to pisz¡c
(
X(p−1)(q−1)

)µ ≡ 1 (mod P ) ⇒ (
X(p−1)(q−1)

)µ
Xk·r ≡ Xk·r (mod P ),

ale lewa strona ostatniej kongruencji to X, tak wi¦c niezale»nie od znaku µ
otrzymali±my

Xk·r ≡ X (mod P ) ⇒ ρ ≡ X (mod P ).

Je»eli X < P , to w takim razie X = ρ. Maj¡c reszt¦ ρ potra�my wi¦c
odczyta¢ wiadomo±¢ X.
Przykªad: Niech p = 2 i q = 11. Wtedy P = 22, a jako k mo»emy wzi¡¢
3, liczb¦ wzgl¦dnie pierwsz¡ z (p − 1)(q − 1) = 1 · 10 = 10. Mamy klucz
publiczny (22, 3). Powiedzmy, »e wiadomo±¢ do zaszyfrowania to X = 16.
Kluczem publicznym szyfrujemy wiadomo±¢:

163 = 4096 = 186 · 22 + 4 ≡ 4 (mod 22).

Wiadomo±¢ zaszyfrowana to 4. Nast¦pnie znajdujemy r i µ takie, »e

r · 3 + µ · 10 = 1.
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Wiemy jak rozwi¡za¢ takie równanie, i ªatwo znajdujemy, na przykªad, r = 7,
µ = −2. Odszyfrowujemy wiadomo±¢:

47 = 214 = 16384 = 744 · 22 + 16 ≡ 16 (mod 22).

Wiadomo±¢ zostaªa prawidªowo odszyfrowana. Kluczem publicznym byªa
para (22, 3), natomiast kluczem prywatnym para (22, 7).

Na zako«czenie tego rozdziaªu udowodnimy jeszcze tak zwane �chi«skie
twierdzenie o resztach�. Zwró¢my uwag¦, »e nazwa ta pojawiªa si¦ dawno
temu, kiedy okre±lenie �chi«skie� miaªo zupeªnie inny podtekst. Nazw¦ twier-
dzenia nale»y wi¦c rozumie¢ w dawnym sensie, jako± �tajemnicze twierdzenie
o resztach�, czy �m¡dre twierdzenie o resztach�. Nie nale»y nazwy twierdze-
nia interpretowa¢ ze wspóªczesnym podtekstem, gdy» twierdzenie to wcale
nie jest tandetne.

Twierdzenie 2.8 (Chi«skie twierdzenie o resztach). Niech m ∈ N, m ≥ 2,
a liczby a1, a2, . . . , am ∈ N niech b¦d¡ parami wzgl¦dnie pierwsze. Je»eli
r1, r2, . . . , rm ∈ Z b¦d¡ dowolne, to istniej¡ liczby caªkowite x1, x2, . . . , xm dla
których

a1 · r1 = a2 · r2 = · · · = am · rm. (2.5)

Dowód. Dowód jest indukcyjny ze wzgl¦du na m. Dla m = 2 twierdzenie
jest prawdziwe, bo sprowadza si¦ do rozwi¡zania równania

a1 · x1 − a2 · x2 = r2 − r1,

przy czym NWD(a1, a2) = 1. Udowodnimy teraz krok indukcyjny. Zaªó»my,
»e twierdzenie jest prawdziwe dla pewnej liczby m ≥ 2. We¹my jakie± liczby
a1, . . . , am+1 parami wzgl¦dnie pierwsze, i r1, . . . , rm+1 dowolne caªkowite. Z
zaªo»enia indukcyjnego istniej¡ liczby caªkowite x1, . . . xm takie, »e zachodzi
(2.5). Mamy

NWD(a1 · a2 · . . . · am, am+1) = 1,

a wi¦c istniej¡ liczby t, u ∈ Z speªniaj¡ce

a1 · a2 · . . . · am t− am+1 u = rm+1 − a1 · x1 − r1.

Niech

x′i =
a1 · a2 · . . . · am

ai

t + xi, i = 1, 2, . . . , m, oraz x′m+1 = u.

Liczby x′i s¡ caªkowite, oraz

aix
′
i + ri = a1 · a2 · . . . · am · t + ai · xi + ri
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= am+1 · u + rm+1 − a1 · x1 − r1 + ai · xi + ri

= am+1 · u + rm+1

= am+1 · x′m+1 + rm+1.

Wniosek 2.9. Je»eli m ≥ 2 i liczby a1, a2, . . . , am s¡ parami wzgl¦dnie
pierwsze, oraz r1, r2, . . . , rm s¡ dowolnymi resztami (0 ≤ ri < ai), to ist-
nieje liczba naturalna N taka, »e reszta z dzielenia N przez ai jest równa ri,
i = 1, . . . ,m.
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Rozdziaª 3

Wielomiany

Liczby zespolone
Zbiór liczb zespolonych C jest wi¦kszy od zbioru liczb rzeczywistych: R ⊂ C.
Liczby zespolone mo»emy interpretowa¢ w kilka równowa»nych sposobów:

• Jako liczby postaci a + b i, gdzie a, b ∈ R, natomiast i jest symbolem.
Liczby te dodajemy i odejmujemy wedªug wzoru:

(a1 + b1 i)± (a2 + b2 i) = (a1 ± a2) + (b1 ± b2) i,

a mno»ymy wedªug wzoru

(a1 + b1 i) · (a2 + b2 i) = (a1a2 − b1b2) + (a1b2 + a2b1) i.

Je»eli b = 0 to piszemy po prostu a + 0 i = a, i takie liczby zespolone
uto»samiamy z liczbami rzeczywistymi. Je»eli a = 0 to piszemy po
prostu 0 + b i = b i i takie liczby nazywamy czysto urojonymi. Je»eli
b = 1 to b równie» nie piszemy, na przykªad 0+1 i = i. Rol¦ 0 peªni po
prostu 0 = 0 + 0 i, rol¦ 1 peªni 1 = 1 + 0 i. Mo»na wyprowadzi¢ wzór
na dzielenie. Dowolne liczby mo»na przez siebie dzieli¢, z wyj¡tkiem
dzielenia przez 0. Zauwa»my, »e i2 = (0 + 1 i)(0 + 1 i) = −1 + 0 i = −1.
i jest wi¦c pierwiastkiem kwadratowym z −1 (podobnie jak −i).

• Jako pary liczb rzeczywistych (a, b), a, b ∈ R. Pary takie dodajemy i
odejmujemy wedªug wzorów

(a1, b1)± (a2, b2) = (a1 ± a2, b1 ± b2),

a mno»ymy wedªug wzoru

(a1, b1) · (a2, b2) = (a1a2 − b1b2, a1b2 + a2b1).

32



Zerem jest para (0, 0) a jedynk¡ (1, 0). Liczby rzeczywiste a uto»sa-
miamy z parami (a, 0). Podobnie jak w powy»szej interpretacji takie
uto»samienie zachowuje dziaªania na liczbach rzeczywistych.

• Jako punkty pªaszczyzny R2 = {(x, y); x, y ∈ R}. Ta interpretacja
liczb zespolonych ª¡czy si¦ w oczywisty sposób z poprzedni¡. Liczby
rzeczywiste uto»samiamy z prosta poziom¡ {(x, 0); x ∈ R}.

Liczby zespolone to w pewnym sensie najlepszy rodzaj liczb (ka»dy wielomian
rozkªada si¦ na czynniki liniowe), i s¡ bardzo ch¦tnie stosowane tak»e w
zastosowaniach.

Kwaterniony
Kwaterniony to zbiór liczb jeszcze wi¦kszy ni» zbiór liczb zespolonych. Jako
liczby kwaterniony nie s¡ ju» tak dobre jak liczby zespolone � mno»enie nie
jest przemienne. Nie s¡ wi¦c raczej stosowane (chocia» w niektórych dziedzi-
nach in»ynierii u»ywa si¦ kwaternionów), i traktujemy je jako ciekawostk¦.
Kwaterniony mo»emy zde�niowa¢ na kilka równowa»nych sposobów:

• Jako liczby postaci a + b i + c j + dk, a, b, c, d ∈ R. Dodawanie, odej-
mowanie i mno»enie de�niujemy w zwykªy sposób, mno»¡c wszystko
przez wszystko, i grupuj¡c, oraz

i2 = j2 = k2 = −1, ki = −ik = j, ij = −ji = k, jk = −kj = i.

• Jako liczby postaci z + t j, gdzie z, y ∈ C,

• Jako pary (z, t), gdzie z, t ∈ C z nast¦puj¡co zde�niowanymmno»eniem

(z1, t1)(z2, t2) = (z1z2 − t1t2, z1t2 + t1z2).

• Jako czwórki liczb rzeczywistych (a, b, c, d), a, b, c, d ∈ R z odpowiednio
zde�niowanym dziaªaniami.

Wielomiany
Wielomiany to funkcje postaci

P (x) = an xn + an−1 xn−1 + · · ·+ a1 x + a0.

Wspóªczynniki ai mog¡ by¢ rzeczywiste lub zespolone, i wielomian P na-
zywamy odpowiednio wielomianem rzeczywistym lub zespolonym. Je»eli
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an 6= 0 to wyra»enie an xn nazywamy wyrazem wiod¡cym wielomianu, samo
an wspóªczynnikiem wiod¡cym, a n stopniem wielomianu n = deg(P ). Wyraz
a0 nazywa si¦ wyrazem wolnym wielomianu. Podobnie jak liczby caªkowite,
wielomiany mo»na dodawa¢, odejmowa¢, mno»y¢ i, czasami, dzieli¢. Za-
uwa»my, »e stopie« sumy i ró»nicy wielomianów jest nie wy»szy ni» wi¦kszy
ze stopni skªadników, natomiast stopie« iloczynu wielomianów jest zawsze
sum¡ stopni czynników. Mówimy, »e wielomian P dzieli wielomian Q (P

∣∣ Q)
je»eli istnieje wielomian R taki, »e P · R = Q. Zauwa»my, »e wtedy musi
zachodzi¢ deg(P ) ≤ deg(Q). Mamy te» nast¦puj¡cy fakt.
Fakt 3.1. Je»eli P

∣∣ Q oraz Q
∣∣ P , to P = cQ, dla pewnej staªej c.

Dowód. Kiedy mno»ymy dwa wielomiany ich stopnie si¦ dodaj¡. Skoro P
∣∣ Q

to Q = P · R dla pewnego wielomianu R. Z drugiej strony skoro Q
∣∣ P to

P = Q · S dla pewnego wielomianu S. W takim razie P = S · R · P , a wi¦c
stopnie R i S musz¡ by¢ równe 0, czyli wielomiany te musz¡ by¢ staªymi.

Zauwa»my, »e wielomian staªy P (x) = a0 6= 0 dzieli ka»dy inny wielomian.
Mówimy, »e wielomian Q jest rozkªadalny, je»eli istniej¡ dwa wielomiany P i
R, oba stopnia co najmniej 1 (a wi¦c »aden nie jest staª¡), takie, »e Q = P ·R.
Je»eli wielomian nie jest rozkªadalny, to nazywamy go nierozkªadalnym (nie-
przywiedlnym, pierwszym). Zauwa»my, »e rozkªadalno±¢ zale»y od tego, czy
wielomian rozpatrujemy jako rzeczywisty, czy jako zespolony. Na przykªad
wielomian x2+1 jest nierozkªadalny jako wielomian rzeczywisty, ale rozkªada
si¦ x2 + 1 = (x + i) · (x − i) jako wielomian zespolony. Mamy nast¦puj¡cy
fakt, stanowi¡cy podstaw¦ algorytmu Euklidesa dla wielomianów.
Fakt 3.2. Dla ka»dej pary wielomianów P i S (deg(P ) > 0) istnieje dokªad-
nie jedna para wielomianów Q i R taka, »e

S = P ·Q + R, deg(R) < deg(P ).

Innymi sªowy, wielomiany mo»na zawsze dzieli¢ z reszt¡. Wielomian Q na-
zywamy ilorazem, a R reszt¡ dzielenia.
Dowód. Najpierw udowodnimy istnienie pary Q, R. Zastosujemy indukcj¦
wzgl¦dem stopnia wielomianu S, wielomian P traktuj¡c jako ustalony. Przy-
pomnijmy, »e deg(P ) > 0. Je»eli deg(S) < deg(P ) to wystarczy wzi¡¢ Q = 0,
R = S. Zaªó»my, »e fakt zostaª ju» udowodniony (tylko istnienie) dla wielo-
mianów S stopnia mniejszego ni» n, i we¹my dowolny wielomian S stopnia
n, przy czym n ≥ deg(P ) = m. Niech an b¦dzie wspóªczynnikiem wiod¡cym
S a bm wspóªczynnikiem wiod¡cym wielomianu P (an, bm 6= 0). Rozpatrzmy
wielomian

S1(x) = S(x)− an

bm

xn−m P (x).
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�atwo zauwa»y¢ »e wyrazy wiod¡ce dwóch wielomianów po prawej stronie
kasuj¡ si¦, a wi¦c S1 jest wielomianem stopnia ni»szego ni» n = deg(S). W
takim razie, na mocy zaªo»enia indukcyjnego

S1 = Q1 · P + R, deg(R) < deg(P ).

Mamy wi¦c

S(x) = S1(x) +
an

bm

xn−m P (x)

= (Q1(x) +
an

bm

xn−m)P (x) + R(x)

= Q(x) · P (x) + R(x).

Istnienie ilorazu i reszty zostaªo wi¦c indukcyjnie udowodnione. Poka»emy
teraz jednoznaczno±¢. Niech

S = Q1 · P + R1 = Q2 · P + R2, deg(Ri) < deg(P ), i = 1, 2.

Wynika st¡d, »e
P (Q1 −Q2) = R2 −R1.

Stopie« prawej strony jest < deg(P ) wi¦c jedyn¡ mo»liwo±ci¡ jest Q1−Q2 = 0
oraz, w konsekwencji R1 = R2.

Uwaga: Zauwa»my, »e powy»szy dowód daje nam tak»e procedur¦ znaj-
dowania ilorazu i reszty � jest to zwykªa procedura dªugiego dzielenia.
Przykªad:

Dzi¦ki Faktowi 3.2 mo»emy udowodni¢ dla wielomianów wiele twierdze«,
których dla liczb caªkowitych dowodzili±my przy pomocy algorytmu Eukli-
desa.

35



NWD i NWW

Zde�niujemy teraz NWD i NWW wielomianów. Zauwa»my, »e musimy
ustali¢ jak¡± normalizacj¦. W przypadku liczb caªkowitych ograniczyli±my
si¦ do dzielników i wielokrotno±ci dodatnich. W przypadku wielomianów
musimy zdecydowa¢ si¦ na jak¡± staª¡.

De�nicja 3.3. Niech P i Q b¦d¡ wielomianami, z których co najmniej jeden
jest niezerowy. NWD(P, Q) to wielomian o nast¦puj¡cych wªasno±ciach:

(a) wspóªczynnik wiod¡cy NWD(P,Q) jest równy 1,

(b) NWD(P, Q)
∣∣ P oraz NWD(P, Q)

∣∣ Q,

(c) je»eli jaki± wielomian R dzieli jednocze±nie P i Q to tak»e R
∣∣NWD(P,Q).

Uwaga: Bezpo±rednio z powy»szego sformuªowania de�nicji nie wynika,
»e NWD(P,Q) w ogóle istnieje, a nawet je»eli istnieje, to »e jest jedyny. Ist-
nienie udowodnimy za moment, natomiast teraz zauwa»my, »e je»eli NWD(P, Q)
istnieje, to mo»e by¢ tylko jeden. Je»eli dwa wielomiany S1 i S2 speªniaªyby
warunki (a)�(c), to mieliby±my S1

∣∣ S2 oraz S2

∣∣S1. W takim razie istnia-
ªaby staªa c 6= 0 taka, »e S1 = c · S2. Z normalizacji (a) wynikaªoby wtedy,
»e c = 1. W takim razie najwi¦kszy wspólny dzielnik NWD(P,Q), je»eli
istnieje, okre±lony jest jednoznacznie.

De�nicja 3.4. Niech P i Q b¦d¡ niezerowymi wielomianami. NWW(P, Q)
to wielomian o nast¦puj¡cych wªasno±ciach

(a) wspóªczynnik wiod¡cy NWW(P, Q) to iloczyn wspóªczynników wiod¡-
cych P i Q,

(b) P
∣∣NWW(P, Q) oraz Q

∣∣NWW(P, Q),

(c) je»eli dla pewnego wielomianu R mamy P
∣∣R i Q

∣∣ R to tak»e NWW(P,Q)
∣∣ R.

Uwagi: (i) Podobnie jak w przypadku NWD mo»emy zauwa»y¢, »e po-
wy»sze warunki jednoznacznie okre±laj¡ NWW.
(ii) Trzeba jeszcze pokaza¢, »e NWD i NWW istniej¡. Na razie uzasadni-
li±my, »e oba te wielomiany je»eli istniej¡, to sa jedyne.

Fakt 3.5. Je»eli P i Q s¡ wielomianami z których co najmniej jeden jest
niezerowy, to istnieje NWD(P,Q).
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Dowód. Dowód istnienia przeprowadzimy konstruuj¡c NWD(P, Q) wprost.
Podobnie jak w przypadku liczb caªkowitych wykorzystamy algorytm Eu-
klidesa. Zaªó»my, »e P 6= 0, i »e deg(P ) ≥ deg(Q). Je»eli Q = 0 to, jak
ªatwo sprawdzi¢, wielomian P

a
, gdzie a jest wspóªczynnikiem wiod¡cym P ,

jest NWD(P, Q). Rozwa»my wi¦c przypadek Q = neq0. Je»eli deg(Q) = 0,
czyli Q jest staª¡, to oczywi±cie NWD(P, Q) = 1. Ograniczmy si¦ wi¦c do
przypadku deg(Q) > 0. Wtedy dzielimy P przez Q z reszt¡:

P = W ·Q + R, deg(R) < deg(Q),

i post¦pujemy dalej rekurencyjnie. Powstaje sko«czony ci¡g wielomianów
Sn, taki, »e S1 = P , S2 = Q oraz

Sn−1 = Wn · Sn + Sn+1, deg(Sn+1) < deg(Sn),

je»eli deg(Sn) > 0, natomiast je»eli deg(Sn) = 0 to Sn+1 = 0. Dopóki
dzielenie daje niezerow¡ reszt¦ procedura toczy si¦, ale jest jasne, »e skoro
stopnie wielomianów Sn ±ci±le malej¡, to w ko«cu dochodzimy do momentu,
w którym reszta jest zerem, i procedura ko«czy si¦. Niech Sn b¦dzie ostat-
nim wielomianem ró»nym od zera w powy»szym sko«czonym ci¡gu. Czasem
nazywa si¦ on ostatni¡ reszt¡. Mamy wi¦c

Sn−2 = Wn−1 · Sn−1 + Sn, (3.1)
Sn−1 = Wn · Sn. (3.2)

Zgodnie z (3.2) mamy Sn

∣∣Sn−1, a zgodnie z (3.1) tak»e Sn

∣∣Sn−2. Nast¦pnie
�cofaj¡c si¦� wzdªu» ci¡gu {Sk} widzimy, »e Sn dzieli wszystkie elementy
ci¡gu, w tym Sn

∣∣ P i Sn

∣∣ Q. Widzimy wi¦c, »e Sn speªnia warunek (b)
De�nicji 3.3. Z drugiej strony, je»eli jaki± wielomian R dzieli P i Q, to
posuwaj¡c si¦ �wzdªu»� ci¡gu {Sk} widzimy, »e dzieli tak»e wszystkie jego
wyrazy, w tym tak»e ostatni, Sn. Sn speªnia wi¦c tak»e warunek (c) de�nicji
NWD. W ko«cu, niech a b¦dzie wspóªczynnikiem wiod¡cym wielomianu
Sn, wtedy oczywi±cie wielomian

NWD(P,Q) =
1

a
Sn

speªnia wszystkie warunki (a)�(c) De�nicji 3.3.

Dowody nast¦puj¡cych faktów s¡ takie same, jak w przypadku liczb caª-
kowitych.
Fakt 3.6. Niech P i Q b¦d¡ pewnymi wielomianami. Wtedy istniej¡ wielo-
miany S i T takie, »e

P · S + Q · T = NWD(P, Q).
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Fakt 3.7. Wielomiany P i Q s¡ wzgl¦dnie pierwsze (to znaczy NWD(P, Q) =
1) wtedy i tylko wtedy gdy istniej¡ wielomiany S i T takie, »e

P · S + Q · T = 1.

Fakt 3.8. Je»eli wielomiany P i Q s¡ niezerowe, to wielomiany P
NWD(P,Q)

i
Q

NWD(P,Q)
s¡ wzgl¦dnie pierwsze.

Fakt 3.9. Je»eli wielomiany P i Q s¡ wzgl¦dnie pierwsze i P
∣∣ Q·W to P

∣∣ W .

Udowodnimy teraz istnienie NWW.

Twierdzenie 3.10. Niech P i Q b¦d¡ niezerowymi wielomianami. Wtedy
istnieje NWW(P, Q) oraz

NWW(P,Q) =
P ·Q

NWD(P,Q)
. (3.3)

Dowód. Wielomian zde�niowany wzorem (3.3) speªnia oczywi±cie warunki
(a) i (b) De�nicji 3.4. Zaªó»my wi¦c, »e wielomian R jest wspóln¡ wielokrot-
no±ci¡ P i Q czyli P

∣∣R i Q
∣∣ R. Mamy wi¦c

R = P · S, R = Q · T.

Z drugiej strony mamy

P = W ·NWD(P, Q), Q = V ·NWD(P, Q),

oraz wielomiany W i V s¡ zgodnie z Faktem 3.8 wzgl¦dnie pierwsze. W takim
razie

R = W · S ·NWD(P, Q) = V · T ·NWD(P, Q) ⇒ W · S = V · T.

W takim razie W
∣∣ V · T czyli W

∣∣T a st¡d T = W · T1, czyli

R = V ·W · T1 ·NWD(P,Q) =
P ·Q

NWD(P, Q)
· T1 ⇒ P ·Q

NWD(P,Q)

∣∣R.

Warunek (c) De�nicji 3.4 jest wi¦c te» speªniony.
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Pierwiastki
Liczba X0 jest pierwiastkiem wielomianu P je»e li P (x0) = 0. Mamy natych-
miast nast¦puj¡cy fakt.
Fakt 3.11. Liczba x0 jest pierwiastkiem wielomianu p wtedy i tylko wtedy
gdy (x− x0)

∣∣ P .
Dowód. Je»eli (x− x0)

∣∣P to oczywi±cie x0 jest pierwiastkiem P . Wystarczy
wi¦c udowodni¢ przeciwn¡ implikacj¦. Zaªó»my, »e x0 jest pierwiastkiem P .
Oznaczmy

P (x) = anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a1x + a0.

Wtedy

P (x) = P (x)− P (x0)

= anxn + an−1x
n−1 + · · ·+ a1x + a0−

− anx
n
0 − an−1x

n−1
0 − · · · − a1x0 − a0

= an(xn − xn
0 ) + an−1(x

n−1 − xn−1
0 ) + · · ·+ a1(x− x0)

= an(x− x0)(x
n−1 + xn−2x0 + · · ·+ xxn−2

0 + xn−1
0 )+

+ an−1(x− x0)(x
n−2 + · · ·+ xn−2

0 ) + · · ·+ a1(x− x0)

= (x− x0)(an(xn−1 + xn−2x0 + · · ·+ xxn−2
0 + xn−1

0 ) + · · ·+ a1).

Mówimy, »e x0 jest pierwiastkiem stopnia k (pierwiastkiem k-krotnym)
wielomianu P (k ≥ 1) je»eli

(x− x0)
∣∣ P ale (x− x0)

k+1 - P.

Wniosek 3.12. Wielomian stopnia n ma co najwy»ej n pierwiastków (pier-
wiastek k-krotny liczony jest jako k pierwiastków.
Dowód. Dowód jest indukcyjny. Dla n = 1 jest dobrze: wielomian stopnia
1, czyli P (x) = a1x + a0 ma dokªadnie 1 pierwiastek x0 = −a0

a1
. Zaªó»my, »e

wniosek jest prawdziwy dla pewnego n ≥ 1 i rozwa»my wielomian P stopnia
n+1. Je»eli P nie ma pierwiastków to wniosek jest prawdziwy w odniesieniu
do P . Natomiast je»eli P ma pierwiastek x0 to

P (x) = (x− x0) W (x),

gdzie W (x) jest wielomianem stopnia n. Pierwiastki P to x0 lub pierwiastki
W , których na mocy zaªo»enia indukcyjnego jest nie wi¦cej ni» n. W sumie
pierwiastków P jest wi¦c nie wi¦cej ni» n + 1 (z uwzgl¦dnieniem krotno±ci).
Krok indukcyjny zostaª wi¦c wykonany.
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Podamy bez dowodu tak zwane zasadnicze twierdzenie algebry. Dowód
nie jest trudny, ale u»ywa teorii funkcji zmiennej zespolonej.
Twierdzenie 3.13 (Zasadnicze twierdzenie algebry). Wielomian zespolony
stopnia n ma dokªadnie n pierwiastków (z uwzgl¦dnieniem krotno±ci).
Wniosek 3.14. Jedynymi wielomianami zespolonymi nierozkªadalnymi (pierw-
szymi) s¡ wielomiany stopni 0 i 1. Ka»dy wielomian stopnia wy»szego jest
rozkªadalny.
Wniosek 3.15. Jedynymi wielomianami rzeczywistymi nierozkªadalnymi s¡
wielomiany stopni 0, 1 lub 2. Ka»dy wielomian stopnia wy»szego jest rozkªa-
dalny.
Dowód. Rozwa»my wielomian

P (x) = anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a1x + a0, ai ∈ R.

Co prawda wielomian ma wspóªczynniki rzeczywiste, ale mo»emy potrakto-
wa¢ go jako szczególny przypadek wielomianu zespolonego. Jako taki, w my±l
Wniosku 3.14, rozkªada si¦ na iloczyn czynników liniowych

P (x) = an(x− z1)(x− z2) . . . (x− zn), (3.4)
gdzie z1, . . . , zn s¡ pierwiastkami, by¢ mo»e zespolonymi, i by¢ mo»e powta-
rzaj¡cymi si¦. Zauwa»my, »e je»eli z jest pierwiastkiem P i z /∈ R, to tak»e
z jest pierwiastkiem P :

P (z) = P (z),

(gdy» wspóªczynniki an, . . . , a0 s¡ rzeczywiste), a 0 = 0. W reprezentacji
(3.4) pierwiastki mo»na wi¦c pogrupowa¢ na rzeczywiste i zespolone w parach
sprz¦»onych:
P (x) = an(x−x1)(x−x2) . . . (x−xk)(x−z1)(x−z1)(x−z2)(x−z2) . . . (x−zm)(x−zm).

x1, . . . , xk to pierwiastki rzeczywiste (których by¢ mo»e w ogóle nie ma), a
z1, z1, . . . , zm, zm to pierwiastki zespolone we wzajemnie sprz¦»onych parach
(pierwiastków zespolonych te» mo»e w ogóle nie by¢). Niech

zj = αj + i βj, αj, βj ∈ R,

wtedy
(x− zj)(x− zj) = x2 − xzj − xzj + zjzj

= x2 − x(αj − i βj)− x(αj + i βj) + (α2
j + β2

j )

= x2 − 2 αj x + α2
j + β2

j .

Jest to wielomian rzeczywisty stopnia 2. Jest on nierozkªadalny, gdy» nie ma
pierwiastków rzeczywistych (∆ = 4α2

j − 4(α2
j + β2

j ) = −4β2
j < 0).
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Wniosek 3.16. Wielomian rzeczywisty stopnia nieparzystego ma pierwiastek
rzeczywisty i dzieli si¦ wi¦c przez czynnik liniowy.

Znajdowanie pierwiastków
Dla wielomianów stopni 1, 2, 3, 4 istniej¡ wzory na pierwiastki. Udowodniono,
»e dla wielomianów stopni wy»szych ni» 4 takich wzorów nie ma. Wypro-
wadzimy wzory na pierwiastki wielomianu stopnia 3, s¡ to tak zwane wzory
Cardano. Rozwa»my równanie 3 stopnia:

a3x
3 + a2x

2 + a1x + a0 = 0. (3.5)

Obie strony mo»emy podzieli¢ przez a3, wi¦c przyjmijmy, »e a3 = 1. Zróbmy
podstawienie y = x + a2

3
. Wstawiaj¡c x = y − a2

3
do (3.5) otrzymujemy

0 =
(
y − a2

3

)3

+ a2

(
y − a2

3

)2

+ a1

(
y − a2

3

)
+ a0

= y3 − 3y2a2

3
+ 3y

a2
2

32
− a3

2

33
+ a2

(
y2 − 2y

a2

3
+

a2
2

32

)
+ a1

(
y − a2

3

)
+ a0

= y3 + y2(−a2 + a2) + y

(
a2

2

3
− 2a2

2

3
+ a1

)
− a3

2

27
+

a3
2

9
− a1a2

3
+ a0

= y3 + Ay + B,

gdzie

A = a1 − a2
2

3
=

3a1 − a2
2

3
,

B =
2a3

2

27
− a1a2

3
+ a0 =

2a3
2 − 9a1a2 + 27a0

27
.

Równanie 3 stopnia (3.5) zostaªo wi¦c sprowadzone do postaci bez wyrazu
kwadratowego. Oczywi±cie obie postacie równania s¡ równowa»ne, zwi¡zek
pomi¦dzy nimi sprowadza si¦ do prostego przesuni¦cia y = x+ a2

3
. B¦dziemy

wi¦c szukali rozwi¡za« równania

y3 + Ay + B = 0. (3.6)

Zróbmy jeszcze jedno podstawienie

y = z − A

3z
. (3.7)

Zauwa»my, »e odpowiednie z zawsze mo»emy znale¹¢,

z =
y ±

√
y2 + 4Ay

3

2
.
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Podstawiaj¡c (3.7) do równania (3.6) otrzymujemy

0 =

(
z − A

3z

)3

+ A

(
z − A

3z

)
+ B

= z3 − z2A

z
+ z

A2

3z2
− A3

27z3
+ Az − A2

3z
+ B

= z3 + z(−A + A) +
1

z

(
A2

3
− A2

3

)
− 1

z3

A3

27
+ B

= z3 − A3

27z3
+ B.

Mno»ymy stronami przez z3, i otrzymujemy

z6 + B z3 − A3

27
= 0. (3.8)

Oznaczaj¡c w = z3 otrzymujemy dalej

w2 + B w − A3

27
= 0. (3.9)

Jest to tak zwane �równanie rozwi¡zuj¡ce� lub �rezolwenta�. Jest to równanie
kwadratowe, i ªatwo je rozwi¡za¢. Oznaczmy pierwiastki rezolwenty α1, α2

(by¢ mo»e s¡ równe). Zauwa»my, »e z równania (3.9) wynika, »e

α1 · α2 = − A3

27
. (3.10)

Wiemy, »e s¡ 3 ró»ne pierwiastki stopnia 3 z α1. Wybierzmy jeden z nich,
z1 = 3

√
α1. Wszystkie pierwiastki 3 stopnia z α1 dane s¡ wtedy wzorami:

z1, z2 = z1 ei 2π/3, z3 = z1 ei 4π/3 = z1 e−i 2π/3.

Niech ξ1, ξ2, ξ3 b¦d¡ pierwiastkami 3 stopnia z α2. z1, z2, z3xi1, ξ2 oraz ξ3 to
jedyne liczby, które speªniaj¡ (3.8). Z równania (3.10) wynika, »e liczby

− A

3 zi

, i = 1, 2, 3

s¡ pierwiastkami 3 stopnia z α2. W takim razie, z dokªadno±ci¡ do numeracji
mamy

ξ1 = − A

3 z1

, ξ2 = − A

3 z2

= − A

3 z1 ei 2π/3
= −Ae−i 2π/3

3 z1

,
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ξ3 = − A

3 z3

= − A

3 z1 e−i 2π/3
= −Aei 2π/3

3 z1

.

Zauwa»my w ko«cu, »e

zi − A

3 zi

= zi + ξi = ξi − A

3 ξi

, i = 1, 2, 3.

Wracaj¡c do zmiennej y w podstawieniu (3.7) widzimy, »e znale¹li±my 3
pierwiastki równania (3.6):

y1 = z1 − A

3 z1

,

y2 = z2 − A

3 z2

= z1 ei 2π/3 − Ae−i 2π/3

3 z1

, (3.11)

y3 = z3 − A

3 z3

= z1 e−i 2π/3 − A ei 2π/3

3 z1

.

Podsumujmy powy»sze rozwa»ania:

Wniosek 3.17 (Wzory Cardano). Pierwiastki równania 3 stopnia (3.5)

a3x
3 + a2x

2 + a1x + a0 = 0

dane s¡ wzorami:

x1 = z1 − A

3 z1

− a2

3 a3

,

x2 = z1 ei 2π/3 − A e−i 2π/3

3 z1

− a2

3 a3

,

x3 = z1 e−i 2π/3 − A ei 2π/3

3 z1

− a2

3 a3

gdzie z1 jest dowolnym z pierwiastków 3 stopnia dowolnego z pierwiastków
rezolwenty (3.9):

w2 + B w − A3

27
= 0.

W powy»szym wzorze

A =
3 a1 a3 − a2

2

3 a2
3

,

B =
2 a3

2 − 9 a1 a2 a3 + 27 a0 a2
3

27 a3
3

.
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W przypadku gdy równanie (3.5) ma wspóªczynniki rzeczywiste mo»emy
wyci¡gn¡¢ dodatkowe wnioski. Rezolwenta (3.9) te» ma wspóªczynniki rze-
czywiste, i w takim razie pierwiastki α1, α2 mog¡ by¢:

(a) dwa rzeczywiste ró»ne,

(b) jeden rzeczywisty podwójny,

(c) dwa zespolone sprz¦»one.

Przypomnijmy wzory (3.11):

y1 = z1 − A

3 z1

,

y2 = z1 ei 2π/3 − Ae−i 2π/3

3 z1

,

y3 = z1 e−i 2π/3 − Aei 2π/3

3 z1

.

W przypadkach (a) i (b) pierwiastek α1 jest rzeczywisty i mo»emy wybra¢ z1

rzeczywiste. Wtedy

y2 =
(
z1 − A

3 z1

)
cos(2π/3) +

(
z1 +

A

3 z1

)
sin(2π/3)

=
(
− 1

2

)(
z1 − A

3 z1

)
+ i

√
3

2

(
z1 +

A

3 z1

)
,

y3 =
(
− 1

2

)(
z1 − A

3 z1

)
− i

√
3

2

(
z1 +

A

3 z1

)
.

Zauwa»my, »e y2 = y3 i w przypadku gdy jedna z tych liczb jest rzeczywista
to obie s¡ równe. Pami¦tamy (3.10):

α1 · α2 = − A3

27
,

oraz

z1 +
A

3 z1

= 0 ⇔ z1 = − A

3 z1

⇔ z3
1 = − A3

27 z3
1

⇔ α1α1 = −A3

27
= α1α2.

Je»eli α1 6= 0 to ostatnia równo±¢ jest równowa»na α1 = α2. Pokazali±my
wi¦c, »e je»eli α1 6= 0 to z1 + A

3 z1
= 0 jest równowa»ne α1 = α2, czyli przy-

padkowi (b). Zauwa»my, »e ta równowa»no±¢ zachodzi równie» je»eli α1 = 0.
Ten ostatni warunek jest bowiem równowa»ny z1 = 0 i A = 0. Pokazali-
±my wi¦c, »e w przypadku (a) mamy dokªadnie 1 pierwiastek rzeczywisty
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i dwa zespolone sprz¦»one, a w przypadku (b) mamy wszystkie pierwiastki
rzeczywiste, w tym jeden przynajmniej podwójny.

Rozwa»my teraz ostatni przypadek (c), to znaczy α1 i α2 zespolone sprz¦-
»one. Równanie (3.10) przybiera posta¢

|α1|2 = − A3

27
⇒ |zi| =

√
−A

3
, i = 1, 2, 3, (A < 0).

Mamy wi¦c

z1 =

√
−A

3
ei ϕ, z2 =

√
−A

3
ei (ϕ+2π/3), z3 =

√
−A

3
ei (ϕ−2π/3)

dla pewnego ϕ ∈ (0, 2π), ϕ 6= π gdy» zi /∈ R. Zauwa»my, »e wtedy

− A

3 z1

=

√
−A

3
e−i ϕ = z1,

i podobnie
− A

3 z2

= z2, − A

3 z3

= z3.

W takim razie wszystkie liczby yi, a wi¦c tak»e pierwiastki xi s¡ rzeczywiste:

y1 = 2<(z1) =

√
−A

3
cos(ϕ),

y2 = 2<(z2) =

√
−A

3
cos(ϕ + 2π/3),

y3 = 2<(z3) =

√
−A

3
cos(ϕ− 2π/3).

Podsumujmy te obserwacje:

Wniosek 3.18. Zaªó»my, »e równanie (3.5) ma wspóªczynniki rzeczywiste.
Pierwiastki dane przez Wniosek 3.17 maj¡ nast¦puj¡ce wªasno±ci:

(a) je»eli rezolwenta (3.9) ma dwa ró»ne pierwiastki rzeczywiste to równa-
nie (3.5) ma jeden rzeczywisty pierwiastek i dwa zespolone sprz¦»one,

(b) je»eli rezolwenta ma jeden podwójny rzeczywisty pierwiastek, to równa-
nie (3.5) ma tylko rzeczywiste pierwiastki, w tym jeden wielokrotny,

(c) je»eli rezolwenta ma dwa zespolone pierwiastki, to (3.5) ma 3 ró»ne
rzeczywiste pierwiastki.
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