Egzamin koricowy - 2 termin

14.02.11
Nazwisko i imie:
Zadanie 1. Oblicz granice ciggu
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Rozwiagzanie: Wyraz a,, jest suma n sktadnikow ziiz, 1 =1,2,...,n. Mamy oczywiscie
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a wiec, dodajac stronami dlat=1,2,...,n
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Poniewaz skrajne ciagi daza do 1, wiec takze

lim a, = 1.
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Zadanie 2. Zbadaj zbiezno$c¢ szeregu:
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Rozwigzanie: Korzystamy z kryterium d’Alemberta:
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Szereg jest wiec zbiezny.
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Zadanie 3. Oblicz catke oznaczona:

/12 (3x + 2) log(z) dx.

Rozwigzanie: Catkujemy przez czesci:
2 2 3 ,
/ (3x 4 2) log(z) dx = / <—x2 + 2x> log(x) dx
1 1 N2
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- <§4 + 4) log(2) — (§ + 2) log(1) — / <§:1: + 2) dz
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= 10log(2) — (Z:ﬁ + 2:10) )j
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= 1010g(2) — 7 -+ Z
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= 10log(2) — R

= (ng + Qx) log(x)
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Zadanie 4. Oblicz catke nieoznaczona:

/ (2° +3%)" da.

Rozwigzanie: Korzystamy z faktu, ze

/
1
(ax) =a” log(a) = /ax dx = Tog(a) a®.
W takim razie

/ (2° +3%)* dx =

((2%)2 +2.27.37 4 (3”&)2) dz

(4 +2-6"+97) dx
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Zadanie 5. Oblicz catke nieoznaczona:

[ty

Rozwigzanie: Stosujemy podstawienie:

_1
/SinG)%:{dti—;dx}
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Zadanie 6. Oblicz pochodna funkcji:

Rozwigzanie:

N
Vita? Vita?—(l+2)3 7 - 2
T (V1+22)
V12?2 —(1+x) L

(14 2)V1+2a2

Mozna tez inaczej:
1
f(z) =log(l+z) — 5 log(1 + 2?),
a wiec
1 1 1
!
= - = 2
@) = 122

co, jak tatwo sprawdzi¢ wychodzi na to samo.
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Zadanie 7. Dla jakich wartosci parametrow a, b podana funkcja jest ciggta?

ar+b = <=2
flay=q¢ 1—2* :-2<x<1.
—ax+b 1<z

Rozwigzanie: Obliczamy granice jednostronne w punktach sklejenia:
lim f(z)= lim (ax +b) = —2a+ b,
T——2— T——2

i J(0) = fin 1) =1 4=

lim f(r) =lim(l —2*)=1-1=0,

z—1— z—1

i )= a0 = a0
Mamy wiec:

—2a+b = -3,
—a+b =0,

czylia=0=3.
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Zadanie 8. Znajdz wartosci najmniejsza i najwicksza podanej funkcji w podanym prze-
dziale:

f(z) = sin®(x) + cos*(z), [0, 7].
Rozwigzanie: Funkcja jest wszedzie rozniczkowalna, wiec wystarczy poréwnacé¢ wartosci
na koncach przedziatu i w punktach krytycznych f'(x) = 0.
£(0) = sin*(0) + cos*(0) = 1,
f(1) = sin*(1) 4 cos*(1) = 1,
f'(x) = 4sin®(z) cos(x) — 4 cos®(z) sin(x)
= 4sin(z) cos(z)(sin®(z) — cos?(x))
= 2sin(2z)(— cos(2x))
= —sin(4x).

sin(t) = 0 jezeli t = km, gdzie k € Z. Jezeli x € [0, 7] to 4x € [0,47]. W tym przedziale
sa 3 punkty tej postaci: 4x = m, 2w, 37 (konce przedziatu zostaly juz wziete pod uwage).

. : _ T 7w 3
Rozwazmy wiec x = 7, 5, .

s 1 \4 4 1 1
f( ) = sin’ ( ) + cos’ (Z)Z(ﬁ) +<E> =41t1=9
f()—sm() ():1+0:1,
3 4 3T 3T 1 1
f(f)zsm( ) + cos’ (T)_(ﬁ)4+(_ﬁ)421+1_§'
Wartos¢ najwieksza to 1 a najmniejsza to 5.

Uwaga: Wiedzac, ze f'(x) = sin(4z) mozemy znalez¢ zamkniety wzor na f, a nastepnie
wprost odczyta¢ wartosci najmniejsza i najwieksza z takiego wzoru.

:/f'(x) dx
_ / _ sin(4z) dz

cos(4x)
=——+4C.
1 +
Stala C' wyznaczamy wiedzac, ze f(0) =
1 3
1=-+4+C = C=-.
4 + 4
Tak wiec
_cos(4x) 3

Gdy x przebiega przedzial [0, 7] to 4z przebiega przedzial [0, 47], czyli dwukrotnie okres

funkcji. W okresie cos przyjmuje najmniejsza warto$¢ —1 a najwieksza 1. Najmniejsza
warto$¢ funkcji f to w takim razie _Tl —l—% = % = %, a najwieksza wartos¢ to ;1;4—% = % = 1.

To samo mozna wiec zrobi¢ inng metoda.



