
Egzamin ko«cowy - 2 termin

14.02.11

Nazwisko i imi¦:

Zadanie 1. Oblicz granic¦ ci¡gu

an =
n2 + 1

n3 + 1
+

n2 + 2

n3 + 2
+

n2 + 3

n3 + 3
+ · · ·+ n2 + n

n3 + n

Rozwi¡zanie: Wyraz an jest sum¡ n skªadników n2+i
n3+i

, i = 1, 2, . . . , n. Mamy oczywi±cie

n2 + 1

n3 + n
≤ n2 + i

n3 + i
≤ n2 + n

n3 + 1
,

a wi¦c, dodaj¡c stronami dla i = 1, 2, . . . , n

n
n2 + 1

n3 + n
≤ an ≤ n2 + n

n3 + 1
,

n3 + n

n3 + n
≤ an ≤ n3 + n2

n3 + 1
,

1 ≤ an ≤
1 + 1

n

1 + 1
n3

.

Poniewa» skrajne ci¡gi d¡»¡ do 1, wi¦c tak»e

lim
n→∞

an = 1.
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Nazwisko i imi¦:

Zadanie 2. Zbadaj zbie»no±¢ szeregu:

∞∑
n=1

√
n! + 1

n!
.

Rozwi¡zanie: Korzystamy z kryterium d'Alemberta:∣∣∣∣an+1

an

∣∣∣∣ =
√

(n+ 1)! + 1

(n+ 1)!

n!√
n! + 1

=
1

n+ 1

√
(n+ 1)! + 1

n! + 1

=
1

n+ 1

√
n+ 1 + 1

n!

1 + 1
n!

=

√
1

(n+ 1)2
n+ 1 + 1

n!

1 + 1
n!

=

√
1

n+1
+ 1

(n+1)!(n+1)

1 + 1
n!

=
n→∞−−−→ 0 < 1.

Szereg jest wi¦c zbie»ny.
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Nazwisko i imi¦:

Zadanie 3. Oblicz caªk¦ oznaczon¡:∫ 2

1

(3x+ 2) log(x) dx.

Rozwi¡zanie: Caªkujemy przez cz¦±ci:∫ 2

1

(3x+ 2) log(x) dx =

∫ 2

1

(3
2
x2 + 2x

)′
log(x) dx

=
(3
2
x2 + 2x

)
log(x)

∣∣∣2
1
−

∫ 2

1

(3
2
x2 + 2x

) 1

x
dx

=
(3
2
4 + 4

)
log(2)−

(3
2
+ 2

)
log(1)−

∫ 2

1

(3
2
x+ 2

)
dx

= 10 log(2)−
(3
4
x2 + 2x

)∣∣∣2
1

= 10 log(2)−
(3
4
4 + 4

)
+
(3
4
+ 2

)
= 10 log(2)− 7 +

11

4

= 10 log(2)− 17

4
.
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Nazwisko i imi¦:

Zadanie 4. Oblicz caªk¦ nieoznaczon¡:∫ (
2x + 3x

)2
dx.

Rozwi¡zanie: Korzystamy z faktu, »e(
ax
)′

= ax log(a) ⇒
∫

ax dx =
1

log(a)
ax.

W takim razie ∫ (
2x + 3x

)2
dx =

∫ ((
2x
)2

+ 2 · 2x · 3x +
(
3x
)2)

dx

=

∫ (
4x + 2 · 6x + 9x

)
dx

=
1

log(4)
4x +

2

log(6)
6x +

1

log(9)
9x + C.
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Nazwisko i imi¦:

Zadanie 5. Oblicz caªk¦ nieoznaczon¡:∫
sin

( 1

x

) dx

x2
.

Rozwi¡zanie: Stosujemy podstawienie:∫
sin

( 1

x

) dx

x2
=

{
t = 1

x

dt = − 1
x2 dx

}
= −

∫
sin(t) dt

= cos(t) + C

= cos
(1
x

)
+ C.
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Nazwisko i imi¦:

Zadanie 6. Oblicz pochodn¡ funkcji:

f(x) = log

(
1 + x√
1 + x2

)
.

Rozwi¡zanie:

f ′(x) =
1

1 + x√
1 + x2

·
(

1 + x√
1 + x2

)′

=

√
1 + x2

1 + x
·

√
1 + x2 − (1 + x) 1

2
1√

1+x2 · 2x(√
1 + x2

)2
=

√
1 + x2 − (1 + x) x√

1+x2

(1 + x)
√
1 + x2

=
1 + x2 − (1 + x) x

(1 + x) (1 + x2)

=
1 + x2 − x− x2

(1 + x) (1 + x2)

=
1− x

(1 + x) (1 + x2)
.

Mo»na te» inaczej:

f(x) = log(1 + x)− 1

2
log(1 + x2),

a wi¦c

f ′(x) =
1

1 + x
− 1

2

1

1 + x2
2x,

co, jak ªatwo sprawdzi¢ wychodzi na to samo.
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Nazwisko i imi¦:

Zadanie 7. Dla jakich warto±ci parametrów a, b podana funkcja jest ci¡gªa?

f(x) =


a x+ b : x < −2

1− x2 : −2 ≤ x ≤ 1

−a x+ b : 1 < x.

.

Rozwi¡zanie: Obliczamy granice jednostronne w punktach sklejenia:

lim
x→−2−

f(x) = lim
x→−2

(ax+ b) = −2 a+ b,

lim
x→−2+

f(x) = lim
x→−2

(1− x2) = 1− 4 = −3,

lim
x→1−

f(x) = lim
x→1

(1− x2) = 1− 1 = 0,

lim
x→1+

f(x) = lim
x→1

(−ax+ b) = −a+ b.

Mamy wi¦c: {
−2a+ b = −3,

−a+ b = 0,

czyli a = b = 3.
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Nazwisko i imi¦:

Zadanie 8. Znajd¹ warto±ci najmniejsz¡ i najwi¦ksz¡ podanej funkcji w podanym prze-
dziale:

f(x) = sin4(x) + cos4(x), [0, π].

Rozwi¡zanie: Funkcja jest wsz¦dzie ró»niczkowalna, wi¦c wystarczy porówna¢ warto±ci

na ko«cach przedziaªu i w punktach krytycznych f ′(x) = 0.

f(0) = sin4(0) + cos4(0) = 1,

f(1) = sin4(1) + cos4(1) = 1,

f ′(x) = 4 sin3(x) cos(x)− 4 cos3(x) sin(x)

= 4 sin(x) cos(x)(sin2(x)− cos2(x))

= 2 sin(2x)(− cos(2x))

= − sin(4x).

sin(t) = 0 je»eli t = kπ, gdzie k ∈ Z. Je»eli x ∈ [0, π] to 4x ∈ [0, 4π]. W tym przedziale
s¡ 3 punkty tej postaci: 4x = π, 2π, 3π (ko«ce przedziaªu zostaªy ju» wzi¦te pod uwag¦).
Rozwa»my wi¦c x = π

4
, π
2
, 3π

4
.

f
(π
4

)
= sin4

(π
4

)
+ cos4

(π
4

)
=

( 1√
2

)4
+
( 1√

2

)4
=

1

4
+

1

4
=

1

2
,

f
(π
2

)
= sin4

(π
2

)
+ cos4

(π
2

)
= 1 + 0 = 1,

f
(3π
4

)
= sin4

(3π
4

)
+ cos4

(3π
4

)
=

( 1√
2

)4
+
(
− 1√

2

)4
=

1

4
+

1

4
=

1

2
.

Warto±¢ najwi¦ksza to 1 a najmniejsza to 1
2
.

Uwaga: Wiedz¡c, »e f ′(x) = sin(4x) mo»emy znale¹¢ zamkni¦ty wzór na f , a nast¦pnie
wprost odczyta¢ warto±ci najmniejsz¡ i najwi¦ksz¡ z takiego wzoru.

f(x) =

∫
f ′(x) dx

=

∫
− sin(4x) dx

=
cos(4x)

4
+ C.

Staª¡ C wyznaczamy wiedz¡c, »e f(0) = 1

1 =
1

4
+ C ⇒ C =

3

4
.

Tak wi¦c

f(x) =
cos(4x)

4
+

3

4
.

Gdy x przebiega przedziaª [0, π] to 4x przebiega przedziaª [0, 4π], czyli dwukrotnie okres
funkcji. W okresie cos przyjmuje najmniejsz¡ warto±¢ −1 a najwi¦ksz¡ 1. Najmniejsza
warto±¢ funkcji f to w takim razie −1

4
+ 3

4
= 2

4
= 1

2
, a najwi¦ksza warto±¢ to 1

4
+ 3

4
= 4

4
= 1.

To samo mo»na wi¦c zrobi¢ inn¡ metod¡.
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