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Nazwisko i imi¦:

Zadanie 1. Funkcja f dana jest wzorem

f(x) =
2 x + 3

x− 1
, Df = {x : x 6= 1}.

Podaj wzór na funkcj¦ odwrotn¡ do f i podaj jej dziedzin¦.
Rozwi¡zanie: Rozwi¡zujemy ze wzgl¦du na x równanie

y =
2 x + 3

x− 1
,

i otrzymujemy

xy − y = 2x + 3 ⇒ xy − 2x = y + 3 ⇒ x =
y + 3

y − 2
.

Funkcja odwrotna ma wi¦c posta¢ f−1(y) = y+3
y−2

, i jej dziedzin¡ jest zbiór {y 6= 2}.
�atwo sprawdzi¢, »e liczba 2 nie nale»y do obrazu f , wi¦c nie nale»y do dziedziny funkcji
odwrotnej.
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Nazwisko i imi¦:

Zadanie 2. Funkcja f dana jest wzorem

f(x) =
1

x− 1
, Df = {x 6= 1}.

Podaj wzór na zªo»enie (f ◦ f), i podaj naturaln¡ dziedzin¦ zªo»enia D(f◦f).
Rozwi¡zanie: Dziedzin¡ zªo»enia b¦d¡ te punkty Df , które funkcja f przeksztaªca na
punkty Df . Wyj¡tkiem jest wi¦c taka liczba x, »e f(x) = 1

x−1
= 1. Rozwi¡zuj¡c, dosta-

jemy x = 2. Dziedzina zªo»enia jest wi¦c równa D(f◦f) = {x 6= 1, x 6= 2}. Wzór na funkcj¦
zªo»on¡ otrzymujemy podstawiaj¡c

(f ◦ f)(x) = f(f(x)) =
1

f(x)− 1
=

1
1

x−1
− 1

=
x− 1

1− (x− 1)
=

x− 1

2− x
.
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Nazwisko i imi¦:

Zadanie 3. Wykonaj nast¦puj¡ce dziaªanie, i przedstaw wynik w postaci a + b i:
2− i

3 + 2 i
.

Rozwi¡zanie: Mno»ymy i dzielimy przez sprz¦»on¡, i piszemy
2− i

3 + 2 i
=

(2− i)(3− 2 i)

(3 + 2 i)(3− 2 i)
=

(6− 2)− (4 + 3) i

9 + 4
=

4− 7 i

13
=

4

13
− 7

13
i.
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Nazwisko i imi¦:

Zadanie 4. Rozwi¡» nast¦puj¡c¡ nierówno±¢:

|x− 1|+ |2x− 5| < 9.

Rozwi¡zanie: Punkty szczególne tej nierówno±ci to 1 i 2, 5. Niech wi¦c x ≤ 1. Wtedy
nierówno±¢ przyjmuje posta¢

1− x + 5− 2x < 9 ⇔ −3 < 3x ⇔ −1 < x.

Do zbioru rozwi¡za« nale»y wi¦c przedziaª (−1, 1]. Niech teraz 1 < x ≤ 5
2
. Nierówno±¢

przyjmuje posta¢
x− 1 + 5− 2x < 9 ⇔ −5 < x,

któr¡ speªniaj¡ wszystkie x z rozpatrywanego przedziaªu. Caªy przedziaª (1, 5
2
] nale»y

wi¦c do zbioru rozwi¡za«. Rozpatrzmy ostatni przypadek, x > 5
2
. Wtedy nierówno±¢ ma

posta¢
x− 1 + 2x− 5 < 9 ⇔ 3x < 15 ⇔ x < 5.

Do zbioru rozwi¡za« nale»y wi¦c doda¢ przedziaª (5
2
, 5). Skªadaj¡c te trzy przypadki,

otrzymujemy ostatecznie caªy zbiór rozwi¡za«: przedziaª (−1, 5).
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Nazwisko i imi¦:

Zadanie 5. Poka», »e nast¦puj¡cy ci¡g jest rosn¡cy i ograniczony:

an =
2n2 + n− 1

2n2 + n + 3
.

Rozwi¡zanie: Zauwa»my, »e

an = 1− 4

2n2 + n + 3
.

Mianownik uªamka po prawej stronie, jak ªatwo zauwa»y¢, ro±nie, wi¦c uªamek maleje, a
poniewa» odejmujemy go, wi¦c ostatecznie ci¡g {an} ro±nie. Od razu te» wida¢, »e an < 1,
gdy» uªamek jest dodatni. Ograniczenie od doªu jest automatyczne dla ci¡gów rosn¡cych.
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Nazwisko i imi¦:

Zadanie 6. Znajd¹ granic¦ ci¡gu

an =

√
n2 +

√
n−

√
n2 + 3.

Rozwi¡zanie: Stosujemy zwykª¡ procedur¦, mno»ymy i dzielimy przez sum¦ pierwiast-
ków:

an =
n2 +

√
n− n2 − 3√

n2 +
√

n +
√

n2 + 3
=

1√
n
− 3

n√
1 + n−3/2 +

√
1 + 3n−2

n→∞−−−→ 0.

Podzielili±my licznik i mianownik przez n, a nast¦pnie zauwa»yli±my, »e licznik d¡»y do
0, a mianownik do 2.
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Nazwisko i imi¦:

Zadanie 7. Znajd¹ granic¦ ci¡gu

an =
n sin(n!)

n2 + 1
.

Rozwi¡zanie: Korzystamy z twierdzenia o 3 ci¡gach, i z tego, »e funkcja sin(x) ma
warto±ci pomi¦dzy −1 i 1. Mamy wi¦c

− n

n2 + 1
≤ n sin(n!)

n2 + 1
≤ n

n2 + 1

−
1
n

1 + 1
n2

≤ n sin(n!)

n2 + 1
≤

1
n

1 + 1
n2

.

Skrajne ci¡gi d¡»¡ do 0, a wi¦c ci¡g pomi¦dzy nimi te» d¡»y do 0.
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Nazwisko i imi¦:

Zadanie 8. Znajd¹ granic¦ ci¡gu

an =
2(
√

n)3 − ( 3
√

n 6
√

n)3
√

4n− 2

2n2 + 4n− 2
.

Rozwi¡zanie: Zauwa»my, »e

( 3
√

n 6
√

n)3 = (n1/3 n1/6)3 = n3/2.

Najwy»sza pot¦ga n w liczniku wynosi wi¦c 2, podobnie jak w mianowniku. Podzielmy
wi¦c licznik i mianownik przez n2:

2(
√

n)3 − ( 3
√

n 6
√

n)3
√

4n− 2

2n2 + 4n− 2
=

2n3/2 − n3/2
√

4n− 2

2n2 + 4n− 2
=

2√
n
−

√
4− 2

n

2 + 4
n
− 2

n2

.

Widzimy wi¦c, »e

lim
n→∞

an = lim
n→∞

2√
n
−

√
4− 2

n

2 + 4
n
− 2

n2

= −
√

4

2
= −1.
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