1. Aproksymacja rozktadu
dwumianowego rozktadem normalnym

2. Rozkfady probkowe

3. Centralne twierdzenie graniczne

Przyblizenie rozktadu dwumianowego
rozktadem normalnym
Niech Y ma rozktad B(n,p).
Liczenie prawdopodobienstw jest problematyczne

dla duzych n:

* Gdy n jest duze, to mamy duzo wartosci Y.

* Gdy n jest duze, to symbole Newtona sg trudne
do wyliczenia.
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Aproksymacja:

* Rozktad dwumianowy z parametrami ni p
mozemy przybliza¢ rozkladem normalnym z
parametrami g=np i o=+np(1-p).

» Kroétko: liczymy jak dla rozktadu normalnego.

Uwagi:

* Przyblizenie dobre, gdy np 25 i n(1-p) 2 5.

* Przyblizenie dos¢ doktadne w centrum
rozktadu i wzglednie gorsze w ,ogonach”.




Przyktad

+ Zaldézmy, ze Y ma rozktad dwumianowy z n=40 i p=0.25.
Wtedy p=np = ... i o=..
Sprawdzamy wielko$¢ np oraz n(1-p):

* Przyblizymy p-stwo tego, ze Y jest pomiedzy 10 15.

Z4= Z,=

P(10<Y<15)~

[Wynik doktadny z rozktadu dwumianowego = 0.534.]

Korekta na ciggtosé
Dos¢ czesto uzywamy rozktadu normalnego do
opisu danych, ktore nie sg ciggte. Doktadnosc
przyblizenia mozemy zwykle poprawi¢ stosujac:

» Korekte na ciggtosc: kazdej liczbie catkowitej
y przypisujemy p-stwo odcinka od y-0.5 do
y+0.5, obliczone z odpowiedniego rozktadu
normalnego.

Mozemy stosowac np. do rozktadu
dwumianowego.

Przykfad (powtérzony, z korektg na ciggtos¢)

« Zatdézmy, ze Y ma rozktad dwumianowy z n=40 i p=0.25.

» Obliczy¢ z korekta na ciggtos¢ p-stwo, ze Y jest pomiedzy 10
i 15 (wigcznie).

* Z4= z,=

P(10<Y<15)~

[Wynik doktadny = 0.534.]

Przyktad: wyniki testu.

Zatézmy, ze =100 i o = 16, rozktad (ocen
studenckich) ma ksztait dzwonu (normalny).

Jakie jest p-stwo, ze losowo wybrany student
uzyska wynik miedzy 120 a 140 punktéw?




Rozktady prébkowe: notacja

Rozwazmy populacje o pewnym rozktadzie, np.:
» normalnym N(p, o), lub
» dwupunktowym, np. P(Y=sukces)=p, P(Y=porazka)=1-p
* Parametry populacji: ui o, lub p.
Bierzemy prébe o rozmiarze n z populacji. Wynik:
>Yq, --- Yo lUb
»y = sumaryczna liczba sukcesow.
* Obliczamy estymatory
>V 1 s b

> p

Gdy n jest duze, estymatory sg na ogét bliskie parametrom.

Rozktady probkowe, cd.

+ Jak bardzo estymatory mogag sig rézni¢ od
prawdziwych parametrow?

+ Co sie stanie, jezeli wylosujemy inng prébe?

+ Otrzymamy inne wartosciy , s, D ..

Meta-eksperyment

* Wyobrazmy sobie, ze powtarzamy eksperyment
wiele razy.

* Interesuje nas rozktad wszystkich mozliwych do
uzyskania wartosci 3, slub p .

» Taki rozktad bedziemy nazywali rozktadem
probkowym estymatora.

» Zwykle probkujemy tylko raz, ale rozktady
probkowe mozna obliczy¢ teoretycznie.

~

Rozktad prébkowy estymatora ”
dla parametru p w rozktadzie
dwupunktowym

* Y = liczba sukceséw w n probach
+ y = zaobserwowana liczba sukcesow
« D =YIn jest estymatorem p

» Zasada: rozkiad p sprowadza sie do
rozktadu Y (zob. przykiady).




Przyktad:

+ Producent ocenia, ze 2% jego wyrobow jest
wadliwych. Wyroby te paczkuje sie po 40.

* Y = liczba wadliwych wyrobéw w losowo wybranej
paczce. Y marozkiad .........cccceevieiiiiiiiiiiee

A

* Niech p =Y/40 = frakcja elementéw wadliwych.

- P(p =k/d0)=

Rozktad 5 wyznaczamy przy pomocy
(dwumianowego) rozkfadu Y!

Pr(p=0)=Pr(Y =0)=(1)(.02)° (.98)* =0.45
Pr(p=0.025) = Pr(Y =1) = (40)(.02)'(.98)” =0.36
Pr(p =0.05) = Pr(Y =2) = (780)(.02)>(.98)* =0.14
Pr(p=0.075) = Pr(Y =3) = (9880)(.02)*(.98)"" =0.04
Pr(p>0.1)=Pr(Y > 4)~ 0.01

Gdybysmy otworzyli tysigce paczek, to rozktad frakciji
liczby wadliwych elementéw w paczce bytby dalece
zgodny z rozktadem wyliczonym teoretycznie.
Prawdziwa wartos¢ p wynosi 0.02, i nie jest nawet
mozliwa do zaobserwowania w pojedynczym
eksperymencie, ale na ogot p jest bliskie 0.02:

= P-stwo tego, ze D =0.025 wynosi 36%.
= P-stwo tego, ze estymator bedzie rozni¢ sie nie
wiecej niz o 0.03 od prawdziwej wartosci to ...

Zatem, jezeli znajdziemy 3 lub wigcej wyrobow
wadliwych w jednej paczce mamy podstawy, zeby
kwestionowac twierdzenie producenta o p!

Przyktad (cd., n=40ip = 0.02.):

Jakie jest p-stwo, ze estymator czestosci
przekracza dwukrotnie (lub wiecej) prawdziwg
wartosc?




Zaleznosc¢ od rozmiaru préby:

Y ma rozktad B(n,p)
My=np

Var (Y)=np(1-p)

p =

Hy=

* Var(p)=

SRS size n
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Whnioski:

* Gdy n rosnie, to wariancja ....................
i estymator ...

* Na kolejnym rysunku p=0.3, n=10, 20, 40,
80.
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Rozktad p (gdy p=0.3)

n P(0.255 }<0.35)
10 0.5
20 0.535
40 0.612
80 0.728
500 0.987

Rozklad préobkowy dla z

» Dana jest préba o rozmiarze n z populacji
normalne;.

+ Obserwujemy Srednig prébkowa.
« Jak daleko od p moze by¢ y ?

+ Odpowiemy na to pytanie znajdujgc rozktad
probkowy y .

* Wyobrazmy sobie wielokrotne probkowania:
za kazdym razem liczymy v ...

* Mozemy o tym mysle¢ jak o eksperymencie,
w ktérym obserwacjami sg srednie (meta-
eksperyment).

+ Jaki jest rozktad tych $srednich??

* FAKT 1 : Suma dwdch zmiennych
niezaleznych o rozktadzie normalnym ma
rozktad normainy.

* FAKT 2 : Jezeli X ma rozktad normalny to
Y=aX+b, gdzie a # 0, ma réwniez rozkfad
normailny.




Rozktad Y :

Histogramy $rednich z rozktadu standardowego normalnego
Rozmiary pojedynczych préb n=1 and n=50.
Liczba powtdrzen eksperymentu N=1000.

» Bierzemy 10 prébek o rozmiarze n = 9:

Przyktad: Y ~ N(30, 6).

y 20.89 | 32.27 | 31.19| 30.86 | 28.68

s 5.74 | 5.01 6.06 | 6.25 | 6.31
y 29.60 | 30.02 | 31.19 | 29.84 | 30.27

s 6.83 3.81 513 [4.82 |4.90

Sprawdzenie:

- Rozktad ¥ ma warto$¢ oczekiwang=.....
i odchylenie standardowe SD=.....
* Oczekujemy, ze srednia probkowa:

»Z p-stwem 0.95 bedzie w odlegtosci nie wigkszej
niz 1.96 SD od y, tzn. pomiedzy ..... a ...

»Z p-stwem 0.8 bedzie w odlegtosci nie wiekszej niz
1.28 SD od y, tzn. pomiedzy 27.4 a 32.6.

»...0.68 ... 1SD ... tzn. pomiedzy 28 a 32.




Podsumowanie:

» Jezeli Y ma rozktad normalny to rozktad
(prébkowy) Y jest normalny.

* Niezaleznie od rozktadu Y wartos¢ oczekiwana
Sredniej probkowej= ......... , a odchylenie
standardowe Sredniej=..........

Centralne Twierdzenie Graniczne:

Nawet jezeli Y nie ma rozkfadu normalnego, to dla
duzych nrozktad Y jest bliski normalnemu, gdy
rozktad Y ma skoniczong wariancje.

Szybkosc¢ zbieznosci w CTG:

* Cotoznaczy "duze’” n?

»Jezeli Y ma rozkfad normalny to wystarczy
n=...

» Jezeli rozklad Y jest w przyblizeniu
symetryczny i nie ma ,ciezkich ogonow”, to
n=30 jest ,dos¢ duze”.
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Uwagi:

* Wiele metod statystycznych uzywa
przyblizeh rozktadem normalnym.

* Techniki prezentowane dalej na tym kursie
(np. przedziaty ufnosci i testowanie
hipotez dla 1) mogg by¢ stosowane takze
wtedy, gdy rozktad obserwaciji nie jest
normalny, ale rozmiar prob jest ,dos¢
duzy” i rozktad nie ma ,ciezkich ogonéw”.

« Zatozenie o niezaleznosci poszczegdlnych
obserwacji jest niezbedne.

Problem: Czas pracy lampy jest wyktadniczy z
wartoscig oczekiwang 10000h. Oszacuj
prawdopodobienstwo, ze fgczny czas pracy 20-tu
lamp bedzie krétszy niz 180kh.

Zadanie ,dwustopniowe”:

Niech X bedzie liczbg tych duzych préb
sposrod 10-ciu, dla ktérych srednie roznig
sie od p 0 wiecej niz o /+/n. Oblicz P(X=2).




