Lista 3.

. Rozwiaz zadania z poprzednich listy

. Niech T bedzie dowolnym zbiorem indekséw. Udowodnié, ze jesli dla kazdego t € T rodzina R, jest pierscie-
niem to réwniez (), Ry piericieniem. Podaj przyklad pierscieni, takich ze R1 U Ry nie jest pierScieniem.

. Uzasadnij, ze dla dowolnego pierscienia R jezeli A, B naleza do R to réwniez A A B, AN B naleza do R
(A oznacza réznice symetryczna).

. Niech X bedzie nieprzeliczalnym zbiorem. Definiujemy
F={E C X :FE lub E° jest co najwyzej przeliczalny},

oraz dla E € F

0 jezeli E jest co najwyzej przeliczalny
nE) =4, :
w przeciwnym wypadku.

Uzasadniij, ze (X, F, u) jest przestrzenia miarowa.
. Wykaz, ze jeSli R jest pierscieniem a o : R +— [0, 00] jest addytywna to uo(A A B) < |uo(A) — po(B)).

. Niech F,, bedzie rosnacym ciagiem o-cial oraz (X,F,, p,) ciagiem przestrzeni miarowych spelniajacym
1 (X) < 00, pm(E) = un(F) dla dowolnych m > n oraz E € F,,. Uzasadnij, ze

i) po(E) = pn(F) o ile E € F, jest dobrze zdefiniowana przeliczalnie addytywna funkcja zbioru na
Ups1 Fn (por. zad. 3 z listy 2.)
ii) Istnieje jedyna miara p na F := o(R), taka ze dla dowolnego n oraz E € F,, zachodzi p(E) = pn(E).

. Niech p bedzie miara na o-ciele F podzbioréw przestrzeni X. Niech A, A, € F,,. Wykazaé, ze

i) Jesli 07, pu(Ay) < oo, to p(limsup 4,) = 0.

ii) Jesli (A4,) jest ciagiem rosnacym to lim, u(Ay,) = p(lim, A,).

iii) Jesli (A,) jest ciagiem malejacym oraz p(A4;) < oo to lim, u(A,) = p(lim, A,).

iv) p(liminf A,) < liminf p(A,) < liminf p(A4,).
)
)
)

v) Jedli p(U;2; An) < oo, to limsup p(A,) < p(limsup A4,,). Czy to zalozenie jest istotne?

vi) Pokazaé¢ na przyktadach, ze nieréwnosci w poprzednich podpunktach moga by¢ ostre

vii) Jesli p jest skoficzona miara oraz dla kazdego n zachodzi nieréwnosé p(A,) > § > 0, to istnieje z, taki

ze x € A,, dla nieskonczenie wielu n.

viii) Jesli lim A,, = A oraz pu(U,Ay) < 0o to lim (4, A A) = 0.

7. Dany jest ciag (i) miar na o-ciele F podzbioréw przestrzeni X. Wykaz, ze

$(A) =5 lA),
n=1

jest réwniez miara. Podaj przyktad miar u.,, taki ze sup,, iy, nie jest miara.

8. Dla niemalejacej lewostronnie ciaglej funkcji F' na R definiujemy miare zewnetrzna

wi(A) = inf {Z F(b;) — F(a;): AC U[ai, bi)} :

Udowodnié, ze
pp(AU B) = pp(A) + pp(B)
dowolnych zbioréw spelniajacych d(A4, B) > 0, gdzie d(x,y) = |z — y| jest naturalna metryka na R.



