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5 Lista 5; Ubezpieczenia i renty »yciowe

5.1 Oblicz ā20 je±li wiadomo, »e przyszªy czas »ycia 0-latka jest zmienn¡
losow¡ o rozkªadzie wykªadniczym z parametrem 0.1 oraz nat¦»enie
oprocentowania równe jest 0.1.

5.2 ∗ Wyprowad¹ wzór na jednorazow¡ skªadk¦ netto renty n-letniej.

5.3 Oblicz jednorazow¡ skªadk¦ netto renty z doªu dla 30-latka na 3 lata w
wysoko±ci 3000. Obliczenia wykonaj dla TT�-PL97m oraz i = 4%.

5.4 Oblicz JSN dla nast¦puj¡cej renty dla 30-latka: je±li »yje on pod koniec
pierwszego roku wypªata wynosi 1000, je±li »yje pod koniec drugiego
roku wypªata wynosi 3000, je±li »yje on pod koniec trzeciego roku wy-
pªata wynosi 5000. Obliczenia wykonaj dla TT�-PL97m oraz i = 4%.
Porównaj z wynikiem zadania 5.3. Która skªadka jest wi¦ksza i dla-
czego?

5.5 Podaj wzór na obecn¡ warto±¢ dla nast¦puj¡cej renty dla 30-latka:

� 1000 na koniec ka»dego miesi¡ca w wieku 30 do 40 lat;

� 2000 na koniec ka»dego miesi¡ca w wieku 40 do 50 lat;

5.6 ∗ Wyprowad¹ wzór na aktuarialn¡ obecn¡ warto±¢ dla renty z zadania
5.5.

5.7 R∗ W zadaniu 5.6 podaj dokªadny wynik dla TT�-PL97m oraz i = 4%.

5.8 Zakªadaj¡c HU, obliczy¢ Ā45, wiedz¡c, »e
ä45 = 19.864 oraz A45 = 0.42143.

5.9 Poka», »e āx:n obliczone dla staªego nat¦»enie ±miertelno±ci µ i przy sile
stopy procentowej δ jest równe ān obliczone przy sile stopy procentowej
δ + µ.

5.10 Zaªó»my, »e Y jest obecn¡ warto±ci¡ renty na caªe »ycie wypªacaj¡cej
1 na rok dla x-latka. Dane jest äx = 10 przy i

′
= 1/24 = eδ− 1, äx = 6

przy i = e2δ − 1. Oblicz wariancj¦ Y .

5.11 Uzasadnij (Wykonuj¡c obliczenia lub odpowiednie rysunki), »e

(i) ax:n = äx:n − 1 + A 1
x:n

;
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(ii) äx:n = 1 + ax:n−1.

5.12 Uzasadnij (Wykonuj¡c obliczenia lub odpowiednie rysunki), »e

(i) ax:n = väx:n − A1
x:n

;

(ii) ax:n−1 = väx:n − Ax:n.

5.13 Niech Y b¦dzie obecn¡ warto±ci¡ renty do»ywotniej dla 70-latka, gwa-
rantuj¡cej mu wypªat¦ 100 na pocz¡tku ka»dego roku. Oblicz Var(Y )
je±li wiadomo, »e

A69 = 0.55211, 2A69 = 0.34022, p69 = 0.97, v = 0.95.

5.14 Oblicz P̄x, je±li T0 ma rozkªad wykªadniczy z g¦sto±ci¡ (1/100)e−x/100,
x ≥ 0 oraz x = 40 i δ = 3%.

5.15 40-latek kupuje dwuletnie ubezpieczenia na »ycie pªatne na koniec roku
±mierci. Przy zawarciu umowy pªaci Π, a jesli prze»yje pierwszy rok
pªaci Π/2. Zakªadaj¡c, »e skªadka jest netto, oblicz Π, wiedz¡c, »e:
przyszªy czas »ycia ma rozkªad de Moivre'a z ω = 100 oraz i = 4%.

5.16 Udowodnij, »e

P̄ (Āx) =
δĀx

1 − Āx
.

5.17 * W przypadku jednostkowej polisy na caªe »ycie opªacanej skªadk¡
o staªej intensyno±ci (powiedzmy Π̄), caªkowita strata ubezpieczyciela
gdy ubezpieczony umrze w chwili t wynosi L(t) = vt − Π̄āt. Wyka»,
»e L(0) = 1 oraz L(t) jest funkcja malej¡c¡ i limt→∞ L(t) = −Π̄/δ.
Wywnioskuj st¡d, »e istnieje dokªadnie jeden moment t0, taki, »e caª-
kowita strata ubezpieczyciela wynosi 0. Z jakiego twierdzenia z analizy
matematycznej korzystasz?

5.18 Sze±¢dziesi¦ciolatek podpisuje umow¦ ubezpieczeniow¡ w ramach, któ-
rej za rok powinien wpªaci¢ sum¦ x po czym od razu zacznie otrzymy-
wa¢ do»ywotni¡ rent¦ wypªacan¡ ze staª¡ intensywno±ci¡ 1000. Oblicz
x zakªadaj¡c, »e przyszªy czas »ycia sze±¢dziesi¦ciolatka ma rozkªad wy-
kªadniczym z parametrem 1

90
oraz, »e nat¦»enie oprocentowania wynosi

1
10
.
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5.19 Niech T20 b¦dzie zmienn¡ losow¡ o rozkªadzie wykªadniczym z parame-
trem 0.02 opisuj¡c¡ przyszªy czas »ycia dwudziestolatka podpisuj¡cego
umow¦ ubezpieczeniow¡, w której skªadki pªacone s¡ ze staª¡ intensyw-
no±ci¡ i która gwarantuje wypªat¦ kwoty 1000 w chwili ±mierci ubezpie-
czonego. Zakªdaj¡c staª¡ intensywno±¢ oprocentowania w czasie trwa-
nia ubezpieczenia oraz »e zachodzi warunek równowa»no±ci. Oblicz
intensywno±¢ pªaconych skªadek.

5.20 Rozpatrzmy nast¦puj¡cy produkt ubezpieczeniowy dla 20-latka - je±li
umrze on w pierwszym roku trwania umowy to wypªata wynosi 1000
PLN, je±li »yje na koniec drugiego roku to wypªata wynosi 2000 PLN.
Ubezpieczony pªaci skªadki w wysoko±ci x PLN na pocz¡tku pierwszego
roku oraz 2x PLN na pocz¡tku drugiego roku. Znajd¹ x. Do oblicze«
przyjmij, »e efektywna stopa procentowa w pierwszym roku wynosi
i1 = 60% natomiast w drugim roku wynosi i2 = 25% ponadto l20 =
1000, l21 = 800, l22 = 400.

5.21 Rozpatrzmy nast¦puj¡c¡ rent¦ dla 30-latka - je±li »yje on na koniec
pierwszego roku to wypªata wynosi 1000 PLN, je±li »yje na koniec
drugiego roku to wypªata wynosi 2000 PLN. Dla renty tej oblicz jej
obecn¡ warto±¢ aktuarialn¡ (jednorazow¡ skªadk¦ netto). Do obli-
cze« przyjmij, »e efektywna stopa procentowa wynosi i = 50% oraz
l30 = 1000, l31 = 900, l32 = 810.


