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1 Lista 1. Analiza prze»ycia

Niech Tx b¦dzie zmienn¡ losow¡ opisuj¡c¡ przyszªy czas »ycia x-latka.

1.1 Udowodnij, »e u|tqx = sx(u)− sx(u+ t) = t+uqx − uqx.

1.2 Udowodnij, »e u|tqx = upx · tqx+u.

1.3 Udowodnij, »e
∫∞
0 tpxµx+t dt = 1.

1.4 Udowodnij, »e e̊x =
∫∞
0 tpxdt.

1.5 Udowodnij, »e kpx = px · . . . · px+k−1 dla k = 1, 2, . . ..

Niech T0 b¦dzie zmienn¡ losow¡ o rozkªadzie wykªadniczym z para-
metrem λ, opisuj¡c¡ przyszªy czas »ycia 0-latka. Korzystaj¡c z tego
zaªo»enia rozwi¡» zadania 1.6 � 1.9.

1.6 Oblicz tqx, t, x ≥ 0. Jaki rozkªad ma zmienna losowa Tx?

1.7 Oblicz

(i) u|tqx;

(ii)
◦
ex;

(iii) µx.

1.8 U»ywaj¡c oznacze« aktuarialnych oraz przyjmuj¡c, »e λ = 0.02, znajd¹
prawdopodobie«stwo, »e 20-latek

(i) umrze nie pó¹niej ni» w 50 roku »ycia,

(ii) do»yje 70 lat,

(iii) umrze mi¦dzy 30 a 40 rokiem »ycia;

(iv) prze»yje 30 lat a nast¦pnie umrze w ci¡gu kolejnych 40 lat.

1.9 Przyjmuj¡c λ = 0.02 oblicz ±redni przyszªy czas »ycia 20, 30, 40 i 100-
latka oraz prawdopodobie«stwo, »e 20-latek prze»yje 10 lat, »e 30-latek
prze»yje 10 lat, »e 40-latek prze»yje 10 lat, »e 100-latek prze»yje 10 lat.
Jaka matematyczna wªasno±¢ rozkªadu wykªadniczego odpowiada za
uzyskane tutaj wyniki? Czy rozkªad wykªadniczy jest dobrym modelem
przyszªego czasu »ycia?
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1.10 Zaªó»my, »e T0 speªnia prawo de Moivre'a z parametrem ω. Udowodnij,
»e Tx ma rozkªad jednostajny na odcinku [0, ω−x]. Czy prawo de Mo-
ivre'a jest dobrym modelem przyszªego czasu »ycia (albo przynajmniej
lepszym od rozkªadu wykªadniczego)?

1.11 Przy zaªo»eniu prawa de Moivre'a z parametrem ω = 100 znajd¹ (wy-
konuj¡c obliczenia lub odpowiednie rysunki):

(i) 30p20;

(ii) 30|10q40;

1.12 Przy zaªo»eniu prawa de Moivre'a wyznacz:

(i) µx+t;

(ii) e̊x.

1.13 Przy zaªo»eniu prawa Gompertza (µt = Bct, B > 0, c > 1) poka», »e
s(t) = exp{−m(ct − 1)}, gdzie m = B

log c
oraz wyprowad¹ wzór na tpx.

1.14 Oblicz 40p20 zakªadaj¡c, »e rozkªad trwania »ycia osoby nowo urodzonej
podlega prawu

(i) de Moivre'a z parametrem ω = 100;

(ii) Gompertza z parametrami B = 0.00026155 i c = 1.07826.

1.15 Przy zaªo»eniu prawa Makehama (µt = A+Bct, B > 0, A ≥ −B, c > 1)
poka», »e s(t) = exp{−At−m(ct−1)}, gdzie m = B

log c
oraz wyprowad¹

wzór na tpx.

1.16 Oblicz e̊20 je±li wiadomo »e µ20+t = t.

1.17 * Niech Tx b¦dzie przyszªym czasem »ycia x-latka. Zaªó»my, »e

P (T0 > t) =

(
1− t

100

)α
, 0 ≤ t ≤ 100, α > 0.

(i) Zakªadaj¡c, »e α = 1, znajd¹ warto±¢ oczekiwan¡ przyszªego czasu
»ycia 20-latka.

(ii) Znajd¹ α je±li wiadomo, »e prawdopodobie«stwo, »e 20-latek prze-
»yje jeszcze 10 lat a nastepnie umrze w ci¡gu kolejnych 10 lat
wynosi 0.125.
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1.18 * Zaªó»my, »e funkcja prze»ycia wyra»a si¦ wzorem

s(x) = 1− x

110

dla x ∈ [0, 110]. Przyjmuj¡c, »e »e przyszªe czasy »ycia s¡ niezale»ne
oblicz prawdopodobie«stwo, »e w grupie 2 osób w wieku 20 lat

(i) przynajmniej jedna umrze w ci¡gu nast¦pnego roku;

(ii) obydwie umr¡ w ci¡gu nast¦pnego roku;

(iii) obydwie prze»yj¡ nast¦pny rok;

(iv) przynajmniej jedna prze»yje nast¦pny rok.

1.19 * Oblicz p60, zakªadaj¡c, »e nat¦»enie ±miertelno±ci jest staªe dla x ≥ 50
oraz e̊50 = 40.

1.20 *[EdA16.11.96] W populacji A nat¦»enie zgonów dane jest wzorem

µAx =
1

100− x
dla x < 100,

a w populacji B wzorem

µBx =
n

100− x
dla x < 100,

gdzie n jest parametrem. Wiadomo ponadto, »e osobniki z populacji A
maj¡ przed sob¡ przeci¦tnie o 10% dªu»szy czas »ycia, ni» osobniki z B
w tym samym wieku. [Odp. (A) n = 1.1, (B) n = 1.15, (C) n = 1.2,
(D) n = 1.21, (E) »adna z powy»szych.]


