Wprowadzenie do symulacji i metod Monte Carlo 02.01.2026

Projekt: Optymalizacja relokacji samochodéw
z wykorzystaniem tancuchow Markowa
Pawel Lorek

DEADLINE: xx.01.2026, 23:59

1 Opis problemu

Rozwazamy uproszczony model firmy wypozyczajacej samochody na duzym obszarze
geograficznym. Celem firmy jest podjecie decyzji, jak relokowaé¢ samochody w nocy tak,
aby zmaksymalizowa¢ oczekiwany dzienny zysk.

W tej sekcji opisujemy problem w postaci ogélnej, modelowej. Konkretne wartosci
wszystkich parametrow uzywanych w projekcie zostana podane dalej i sa ustalone na
state na potrzeby zadania.

Obszar geograficzny jest zdyskretyzowany do kwadratowej siatki o rozmiarze L x L.
Kazda komorka siatki (z,y) reprezentuje strefe, gdzie

z,y € {0,1,..., L —1}.
Stan systemu jest reprezentowany przez macierz

S = (S(z.v)),,

gdzie S(z,y) oznacza liczbe samochodéw znajdujacych sie w strefie (x,y). Laczna liczba
samochodéw w systemie jest stata i rowna n. W konsekwencji stan spetnia

ZS(m,y) =n.

Pod koniec kazdego dnia zakltadamy, ze samochody sa losowo rozproszone po siatce. W
nocy firma moze relokowa¢ samochody pomiedzy strefami. Relokacja wiaze sie z kosztem
transportu, ale moze zwickszy¢é catkowity dochod, jesli samochody zostana przeniesione
do bardziej dochodowych obszarow.

Celem jest znalezienie konfiguracji S, ktora rownowazy te dwa efekty:

e wysoki oczekiwany dochéd w nastepnym dniu,

e niski taczny koszt relokacji wzgledem konfiguracji poczatkowe;j.

Model dochodu. Kazda strefa (z,y) jest scharakteryzowana przez parametr do-
chodowosci
Vay > 0.

Intuicyjnie, v,, mierzy atrakcyjno$¢ danej strefy dla wypozyczen samochodéw. Strefy
o duzych wartosciach v, , odpowiadaja obszarom o wysokim popycie, natomiast strefy
o malych wartosciach v, , — obszarom o niskim popycie.

Parametry -, , sa ustalone dla danej instancji problemu i sa dostarczone wraz z danymi.
Przykladowa realizacja tzw. heatmapy (7, ,) jest pokazana na Rysunku (a).
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Figure 1: a) Mapa (heatmapa) parametréw dochodowosci stref v, ,. Jasniejsze obszary
odpowiadaja strefom o wiekszym oczekiwanym popycie. b) Konfiguracja poczatkowa
Sinit- Samochody sa rozmieszczone w przyblizeniu réwnomiernie po siatce. Rozmiar
siatki L x L = 100 x 100 oraz taczna liczba samochodéw n = 8000.

1.1 Funkcja lokalnego dochodu

Jesli w strefie (x, y) na poczatku dnia znajduje sie s samochodéw, to oczekiwany dochod
generowany przez te strefe jest dany przez

f(x,y, S) = f(7I7y7S)'

W projekcie funkcja lokalnego dochodu ma posta¢ Michaelisa-Mentena

f(773):7

S
s+ k’

gdzie k > 0 jest ustalonym parametrem nasycenia.
Taki wybor odzwierciedla nastepujaca intuicje ekonomiczna:

e dla malych s dochdd roénie w przyblizeniu liniowo wraz z liczba samochodow,

e dla duzych s dochéd ulega nasyceniu, co odzwierciedla ograniczony lokalny popyt,

o strefy z wickszym , , generuja wigkszy dochod przy tej samej liczbie samochodow.
Rysunekpokazuje funkcje f (7,4, s) dla kilku losowo wybranych stref o réznych poziomach

dochodowosci.

1.2 Calkowity dochéd

Catkowity oczekiwany dochod odpowiadajacy konfiguracji S otrzymujemy sumujac po
wszystkich strefach:

D(S) =" f (Yo S(z,1)).

Dla konfiguracji poczatkowej Sy, w ktorej samochody sa losowo rozmieszczone po
siatce, rozktad przestrzenny samochodéw jest pokazany na Rysunku (b). Ze wzgledu na
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Revenue function f(x,y,s) for 4 randomly chosen cells
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Figure 2: Funkcja lokalnego dochodu f(v,,,s) dla czterech losowo wybranych stref.
Kazda krzywa odpowiada innej wartosci 7,y .

losowe rozmieszczenie samochody nie sg skoncentrowane w strefach o wysokim popycie,
a uzyskany dochod jest zatem suboptymalny.

W projekcie rozwazamy jedna, ustalona instancje problemu o nastepujacych parame-
trach:

e rozmiar siatki: L = 100,
e laczna liczba samochodow: n = 8000,
e parametr nasycenia w funkcji dochodu: k£ = 6,

e parametr kosztu transportu Yeransport-
Dodatkowo instancja zawiera:

e mape dochodowosci (7,,) na siatce,

e konfiguracje poczatkowa Siyit.
Wszystkie powyzsze wielkosci, w szczegblnosci wartosei liczbowe L, n i k, a takze tablice
(Vay) 1 Sinit, sa zapisane w jednym pliku instance.npz. Plik ten stanowi cze$¢ specy-
fikacji zadania i nie wolno go modyfikowac.
Technicznie, plik instance.npz przechowuje dane instancji jako tablice NumPy. Mozna
go wezytaé w Pythonie nastepujaco:

import numpy as np
data = np.load("data/instance.npz")

a nastepnie odwotywac sie do poszczegodlnych elementéow instancji, np.:

S_init = data["S_init"]

gamma_map = data["gamma_map"]
k = datal["k"]
L = datal["L"]
n = datal["n"

Tutaj S_init jest dwuwymiarowa tablica NumPy o rozmiarze L x L, reprezentujaca
poczatkowa konfiguracje samochodéw, natomiast gamma_map jest dwuwymiarowa tablica
o tym samym rozmiarze, zawierajaca parametry dochodowosci v, ,. Wartosci k, L in sg
zapisane jako skalarne tablice NumPy.

W calym projekcie parametry instancji sa ustalone. Zadanie polega na zaprojektowaniu
i przeanalizowaniu algorytmu, ktory aktualizuje konfiguracje S, startujac od Sy, tak
aby poprawiaé catkowity zysk.
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1.3 Koszt relokacji

Relokacja samochodéw pomiedzy strefami generuje koszt transportu. Intuicyjnie, przenosze-
nie samochodéw na duze odleglosci jest kosztowne i powinno byé¢ wykonywane tylko
wtedy, gdy prowadzi do wystarczajaco duzego wzrostu oczekiwanego dochodu.
Niech S, oznacza konfiguracje poczatkowa, a S konfiguracje docelows uzyskana po
nocnych relokacjach. Koszt relokacji definiujemy jako taczny koszt potrzebny do prze-
transportowania samochodéw z ich lokalizacji poczatkowych do lokalizacji koricowych.
W projekcie zaktadamy, ze koszt przetransportowania jednego samochodu ze strefy
(z1,y1) do strefy (xs,ys) jest proporcjonalny do odleglosci Manhattan pomiedzy tymi
strefami,

d((x1,31), (22,92)) = |21 — 22| + |11 — w2l
Odpowiadajacy temu koszt transportu wynosi

cost = “Ytransport d((l’l, y1), ($27 y2))7

gdzie Yyansport > 0 jest ustalonym parametrem okreslajacym koszt jednostkowy (prze-
transportowania jednego samochodu na jednostke odlegtosci).

Catkowity koszt relokacji zwiazany z przejsciem z Sy do S otrzymujemy sumujac koszty
wszystkich pojedynczych przemieszczen samochodéw. Koncepcyjnie odpowiada to za-
gadnieniu optymalnego transportu pomiedzy dwiema dyskretnymi dystrybucjami na
siatce.

Implementacja kosztu relokacji nie jest celem tego projektu. W pliku helpers.py
dostarczona jest gotowa funkcja liczaca koszt relokacji (zob. Rozdziat , z ktorej
mozna bezpos$rednio korzysta¢. Funkcje te mozna traktowaé jako czarna skrzynke; nie
trzeba implementowaé zadnych algorytmow transportu ani dopasowar.

1.4 Calkowity zysk

Celem problemu relokacji samochodéw jest maksymalizacja oczekiwanego zysku catkowitego.
Zysk ten definiujemy jako réznice pomiedzy dochodem uzyskiwanym w ciggu dnia a
kosztem relokacji ponoszonym w nocy.

Niech S;,;t oznacza konfiguracje poczatkowa, a S konfiguracje po relokacjach. Catkowity
zysk odpowiadajacy konfiguracji S definiujemy jako

profit(S) = D(S) — C(Siuit, S), (1.1)
gdzie
e D(S) oznacza catkowity oczekiwany dochod dla konfiguracji S,

o (C'(Sinit, S) oznacza catkowity koszt relokacji potrzebny do przejscia z Sy, do S
(liczony funkcja relocation_cost dostarczona w pliku helpers.py).

Sktadnik D(S) faworyzuje umieszczanie samochodéw w strefach o wysokich wartosciach
Vey, Natomiast sktadnik C(Sini, S) penalizuje relokacje na duze odleglosci. Wynikowe
zadanie optymalizacyjne polega wiec na znalezieniu kompromisu pomiedzy tymi dwoma
efektami.

W calym projekcie konfiguracja poczatkowa Si,;; jest ustalona. Zadanie polega na za-
projektowaniu algorytmu, ktory generuje kolejne konfiguracje o rosnacych wartosciach

profit(S).
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2 Zadanie

Celem projektu jest znalezienie konfiguracji S* o duzym catkowitym zysku, najlepiej
bliskiej optymalne;j

S°P* = arg max profit(S),
s

gdzie
profit(S) = D(S) — C(Siuit, S).

Poniewaz przestrzen wszystkich mozliwych konfiguracji jest ogromna, przeszukanie zu-
petne jest niemozliwe. Twoim zadaniem jest zatem implementacja algorytmu Metropolisa
(lub Metropolisa—Hastingsa), ktory konstruuje taricuch Markowa

Sinit — SV — S@ — ...

i ma tendencje do przechodzenia w kierunku konfiguracji o wiekszych wartosciach profit(S).
W kazdej iteracji nalezy zaproponowa¢ modyfikacje aktualnej konfiguracji S (zgodnie z
pewnym mechanizmem propozycji / macierza generowania kandydatéw) oraz zaakcep-
towa¢ badz odrzuci¢ propozycje zgodnie z reguty akceptacji Metropolisa, na podstawie
zmiany wartosci profit(S).

Mozna korzysta¢ z funkceji dostarczonych w pliku helpers.py do obliczania:

e catkowitego dochodu D(S),
e kosztu relokacji C'(Sipi, S).

Implementacja samego kosztu relokacji nie jest czescia zadania.

Pliki do oddania. Nalezy odda¢:
e plik Pythona main_123456.py, gdzie 123456 nalezy zastapi¢ numerem indeksu,
e raport w formacie PDF.
Raport. Nalezy przygotowaé krotki raport opisujacy algorytm i wyniki eksperymen-
tow. Raport musi zawierac:

e jasny opis mechanizmu propozycji oraz regulty akceptacji zastosowanej w algoryt-
mie,

o wykres profit(S®), tj. calkowity zysk w kolejnych iteracjach,

e wizualizacje relokacji wykonanych przez algorytm, zgodnie z opisem ponize;j.

Wizualizacja relokacji. Oprocz wykresu zysku nalezy dotaczy¢ rysunek pokazu-
jacy, gdzie algorytm relokowal samochody. Wizualizacja powinna bazowaé¢ na roéznicy
pomiedzy konfiguracja koricows a konfiguracja poczatkowa,

AS = stira) _ g .

Rysunek musi by¢ wykonany zgodnie z nastepujaca konwencja:
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e mapa (7;,) jest pokazana w tle jako heatmapa w skali szarosci,

e strefy, z ktorych zabrano samochody (tj. AS(z,y) < 0), sa oznaczone kolorem
niebieskim,

e strefy, do ktorych dodano samochody (tj. AS(z,y) > 0), sa oznaczone kolorem
czerwonym,

o wielkos¢ |AS(z,y)| moze byé¢ odzwierciedlona w rozmiarze znacznikow, tak aby
wieksze relokacje byty wyrazniej widoczne.

Przyktad wymaganej wizualizacji jest pokazany na Rysunku [3|
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Figure 3: Wizualizacja istotnych relokacji samochodéw. Tto przedstawia mape do-
chodowosci (v;,) w skali szarodci. Czerwone znaczniki oznaczaja strefy, do ktorych
dodano samochody (AS(z,y) > 0), natomiast niebieskie znaczniki oznaczaja strefy, z
ktorych zabrano samochody (AS(z,y) < 0). Rozmiar znacznika jest proporcjonalny do
|AS(z,y)|.

Funkcja pomocnicza plot_relocations, generujaca taka wizualizacje, jest dostepna w
pliku helpers.py. Mozna uzy¢ jej bezposrednio lub w razie potrzeby zmodyfikowac;
jednak konwencja koloréw (czerwony = dodane samochody, niebieski = zabrane samo-
chody) musi zosta¢ zachowana.

3 Dostarczone pliki

3.1 Plik sample_visualize.py

Oprocz pliku instance.npz dostarczony jest skrypt Pythona sample_visualize.py.
Celem tego pliku jest umozliwienie wstepnej eksploracji instancji oraz zilustrowanie
struktury dostarczonych danych.

Skrypt wykonuje nastepujace kroki:

e wczytuje dane instancji z instance.npz,
e wypisuje wartosci liczbowych gléwnych parametréow modelu,

e wizualizuje mape dochodowosci (7,,) jako heatmape,
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e wizualizuje konfiguracje poczatkowa Sinit,
e rysuje funkcje lokalnego dochodu f(7,,,s) dla kilku losowo wybranych stref.

Rysunki generowane przez sample_visualize.py sa dolaczone do niniejszego opisu
projektu i stanowig punkt odniesienia do interpretacji parametréw modelu. W szczegol-
nosci ilustruja one niejednorodnos$¢ przestrzenng popytu zakodowana w mapie ()
oraz nasycajacy charakter funkcji lokalnego dochodu.

Plik sample_visualize.py stuzy wylacznie do podgladu i eksperymentéw. Nie ma
potrzeby jego modyfikowania. Jego rola polega na dostarczeniu intuicji dotyczacej in-
stancji oraz na weryfikacji, ze dane zostaly poprawnie wczytane, zanim rozpoczniesz
implementacje algorytmu optymalizacji.

3.2 Szablon main.py

Plik main.py pelni role szablonu pokazujacego, jak wczyta¢ dane instancji oraz jak
oblicza¢ podstawowe wielkosci zwiazane z problemem.
W szczegolnoscei skrypt wykonuje nastepujace kroki:

e wczytuje ustalona instancje problemu z instance.npz,

e oblicza catkowity dochdd dla konfiguracji poczatkowej Siyis,

e wykonuje niewielks liczbe losowych relokacji samochodéw,

e oblicza dochod oraz koszt relokacji dla zmodyfikowanej konfiguracji,
e poréwnuje wyniki przed i po relokacjach.

Celem main.py jest wylacznie demonstracja podstawowych obliczeii. Skrypt pokazuje,
jak dla danej konfiguracji wyznaczy¢ dochdd oraz koszt relokacji i jak zmiany w konfig-
uracji wplywaja na te wielkosci.

Zachecamy do traktowania main.py jako punktu startowego (szkieletu) dla wlasnych
implementacji. W szczegblnosci, skrypt mozna naturalnie rozszerzy¢, zastepujac losowe
relokacje regutami aktualizacji wynikajacymi z metod MCMC, itp.
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