Wroctaw, 26 lutego 2021

LLISTA ZADAN NR 2

SYMULACJE I ALGORYTMICZNE ZASTOSOWANIE LANCUCHOW MARKOWA

Zadanie 1. Niech X bedzie nieredukowalnym i nieokresowym lancuchem Markowa na prze-
strzeni E = {ey,...,en} o macierzy przejs¢ P. OkreSlmy T; ; = min{n > 1: X,, = e; | Xo = e;}
(przyjmujac konwencje: T ; = oo jesli tancuch nigdy nie bedzie w e;). Przypomnijmy: dla nie-
redukowalnego i nieokresowego lancucha mamy V(e;,e; € E) 7, ; = ET; j < oo. Na wykladzie
zdefiniowalidmy

[o@)
p(e;) = Z Pr(X, =e;,Ti1>n)
n=0

i pokazalidmy, ze m(e;) := % spelnia

>

M
m(ej) = Zﬂ(ei)P(eiv €;) (1)

dla e; # e;. Pokaz, ze zachodzi takze dla e; = e;.

Zadanie 2. Dla X jak w poprzednim zadaniu zdefiniujmy N; jako liczbe wizyt w e; pomiedzy
wizytami w e; (dla ¢ = 1 nie liczmy pierwszej wizyty, tzn. Ny = 1). Pokaz, ze

EN; = p(e;)

Zadanie 3. Dla zadan 7, 8, 10 b) z Listy 1. wskaz poprawne funkcje inicjalizujace oraz upda-
tujace (minimum dwie dla zad 8.).

Zadanie 4. Norme catkowitego wahania miedzy miarami v i p na E zdefiniowaliSmy jako
drv(p,v) = 5 e € g l1(e) —v(e)|. Pokaz, ze

dry(pv)= Y, (ule)—v(e))= >  (v(e)—pule)).

e:u(e)>v(e) e:v(e)>u(e)

Zadanie 5. Pokaz, ze
dry(p,v) = max |u(A) —v(A)],
ACE

gdzie p(A) =3¢ € A n(A).

Zadanie 6. Podaj przykitad macierzy przejs¢ P rozmiaru 3 x 3 takiej, ktora ma przynajmniej
dwa rézne rozklady stacjonarne, tzn. takie, ze 7P = m. Czy mozna wskaza¢ taka macierz P dla
ktorej dowolna miara probabilistyczna jest miara stacjonarng?

Zadanie 7. Niech X = {X},>0 bedzie jednorodnym lancuchem Markowa z przestrzenia stanéw
E ={ey,...,ep}. Dla calkowitych a,a’ > 0 i dowolnego e € E pokaz, ze

P(X,=e,X,1ao =€e|Xo=€)=P(Xy =e|Xyg=¢e) - P(X,=¢|Xy=¢).



Zadanie 8. /Model urnowy Ehrenfestéw]|. N czastek moze byé¢ albo w pojemniku A albo w B.
Zalézmy, ze w chwili n > 0, X, = i czastek jest w pojemniku A. Wtedy jedna czastka wybierana
jest losowo i w chwili n + 1 jest przekladana do drugiego pojemnika. Zatem stan w chwili n + 1,
tzn. Xp,4+1 to albo ¢ — 1 albo i + 1. Przestrzenia stanéw jest zatem E = {0,1,..., N}. Podaj
macierz P i znajdz rozklad stacjonarny tego tancucha.

Zadanie 9. Nawiazujac do poprzedniego zadania: Zalézmy, ze mamy N czastek i kazdg wkla-
damy do pojemnika A lub B z jednakowym prawdopodobienstwem. Jaki jest rozkiad liczby
czastek w pojemniku A po takiej operacji?

Zadanie 10. [Proces urodzin i $émierci z dwoma odbijajacymi barierami|. Niech X bedzie tan-

cuchem Markowa na przestrzeni stanéw E = {0,1,..., N} z nastepujaca macierza przejsc:
0o 1 0 0 O 0 e 0 7
@1 m o p1 0 0 0 e 0
0 g r p2 O 0 .. 0
P=19 0 o G 1 pi 0 0o |
0o ... gN-1 TN-1 PN-1
0 0 1 0

gdzie dla kazdego i € {1,...,N —1}: p; > 0,¢; > 0,p; + ¢; + 7, = 1. Znajdz rozklad stacjonarny
tego tancucha.

Zadanie 11. Znajdz rozklad stacjonarny tancucha Markowa X na przestrzeni £ = {1,2,3} o
macierzy przejsé
l-« « 0

0O 1-8 0B |,

g 0 1-7v

P

gdzie «, 3,y € (0,1).

Zadanie 12. [Tasowanie kart] Tor-To-RANDOM Pokaz z definicji, ze 7(e) = 1/n! dla kazdego
e € F jest rozkladem stacjonarnym tego tancucha.

Zadanie 13. Dla tasowania n kart metoda TopP-ToO-RANDOM wskaz najmniejsze mozliwe N
takie, ze Vop,09 € E = S, (wszystkie permutacje zbioru {1,...,n}) mamy Pr(Xy = 02|Xo =
0'1) > 0.

Kontynuujac poprzednie zadanie: pokaz, ze w chwili N rozklad tancucha nie jest jednostajny.

Dla n = 3 wylicz dry(uV,U), gdzie U jest rozkladem jednostajnym na permutacjach zbioru
{1,2,3}.

Zadanie 14. Niech X = {X},,>0 bedzie jednorodnym laincuchem Markowa z macierza przejsé
P¥ i przestrzenia stanéw E = {eq, ..., ey }. Tworzymy ciag Y = {Y },,>0 na podstawie X w taki



sposéb, iz notujemy tylko nowe wartosci X,,. Tzn. jesli przez iles krokow tancuch X pozostaje
w tym samym stanie, to tancuch Y sie nie zmienia, czeka az X sie¢ zmieni. Dla przyktadu:

n= 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

X, = e e e e es el e3 e3 e3 e el
Yo=-e; Y1 =e Yo=e Y3=ej Yi=e Ys=e

Pokaz, ze {Y },>0 jest jednorodnym tancuchem Markowa i podaj jego prawdopodobienstwa
przejs¢ w jezyku prawdopodobienstw przejsé tancucha X.

Zadanie 15. Niech X = {X},>01Y = {Y},>0 beda dwoma jednorodnymi lancuchami Mar-
kowa o tej samej przestrzeni standéw E = {1,2} i macierzy przej$c¢:

1l -« «
P = ,
gdzie «, 8 € (0,1). Zalézmy, ze Xo = 1,Yy = 2. Podaj rozklad pierwszej chwili, w ktorej oba

tancuchy sa w tym samym stanie.

Zadanie 16. Niech X = {X},>0 bedzie lancuchem Markowa z dwoma réznymi rozkladami
stacjonarnymi 7 i 7’. Pokaz, ze wéwczas pr + (1 — p)n’ dla dowolnego p € (0,1) réwniez jest
rozktadem stacjonarnym.

Zadanie 17. Rozwazmy nastepujacy tancuch Markowa X: Niech a,b > 2 beda liczbami caltko-
witymi. Przestrzen standw:

E={(z,y):x€{0,...,a—1},y €{0,...,b—1}}.

Dynamika tanicucha jest nastepujaca: Bedac w stanie (z, y) w chwili n, w nastepnej chwili tancuch
albo jest w stanie ((z+ 1) mod a,y) z prawdopodobiefistwem 3 albo w stanie (z, (y+1) mod b)
z prawdopodobienstwem %

e Pokaz, ze tancuch X jest nieredukowalny

e Pokaz, ze lancuch X jets nieokresowy wtedy i tylko wtedy, gdy nwd(a,b) =1



