Wroctaw, 22 marca 2020

LISTA ZADAN NR 1

SYMULACJE I ALGORYTMICZNE ZASTOSOWANIE LANCUCHOW MARKOWA

1 Rachunek prawdopodobienstwa

Zadanie 1. Niech T bedzie zmienna losowa przyjmujaca wartosci catkowite nieujemne. Pokaz,
ze ET =5120 P(T > k).

Zadanie 2. Udowodnij nastepujacy lemat

Lemat 1 (Nieréwnosé Markowa). Niech X bedzie nieuwjemng zmienng losowg. Wtedy ¥r > 0

EX
P(X >r)< ——
.

Zadanie 3. Udowodnij nastepujacy lemat

Lemat 2 (Nieréwnos$¢ Czebyszewa). Niech X bedzie zmienng losowg o Sredniej p < oo i wa-

riancji o < oco. Wtedy ¥r > 0
2

g
P(‘X—M‘>T)<TQ

Zadanie 4. Pokaz, ze dla kazdego x rzeczywistego mamy 1+ x < e

Zadanie 5. Udowodnij nastepujacy lemat

Lemat 3 (Nier6wnosé Chernoffa). Niech X; bedq niezalezinymi zmiennymi losowymi o rozkladzie
PX;=1)=p;i=1—P(X; =0). Niech S =>7" X, orazp=ES =" 1EX; =" 1pi
Wtedy dla kazdego € > 0 zachodzi
ec K
P(S > (1 +E),U) < <(1_|_5)l+a>

oraz

e J
P(S < (1 - 8)#) < <(1—€)1_8>

Zadanie 6. Pokaz, iz poprzednie zadanie implikuje

—pe?

P(S<(l—¢e)p)<e 2



2 Lancuchy Markowa
Zadanie 7. Dla Przykladu 1. z wykltadu, tj. dla prostego symetryczneg bladzenia po 4 stanach:
E ={1,2,3,4} z macierza przejsé

0 1/2 0 1/2

1/2 0 1/2 0

0 1/2 0 1/2

/2 0 1/2 0

P =

z rozkladem poczatkowym p = (1,0,0,0)

a) Oblicz 3

b) Oblicz u™ (“zgadujac” rozwiazanie i udowadniajac indukcyjnie, ze jest ono poprawne).
Zadanie 8. Model pogody Gothenburga (podobny do tego co bylo na wykladzie). Rozwazmy
uproszczony model pogody: rozwazamy tylko dwa stany: “deszcz” i “stonce”. Po dniu deszczo-
wym nastepuje dzien deszczowy z prawd. 0.75, natomiast po dniu stonecznym nastepuje dzien

stoneczny z prawd. réwniez 0.75. Oznaczmy przestrzen stanéw E = {e;,es}, gdzie e; oznacza
dzien deszczowy, a eg dzien stoneczny. Wtedy macierz przejsé wyglada nastepujaco:

3/4 1/4
s

Zat6ézmy, ze p = (0,1).
a) Oblicz u2.
b) Oblicz u™ stosujac diagonalizacje macierzy P.

Zadanie 9. Rozwazmy inny model pogody: rozwazamy trzy stany: “ulewa”, “lekki deszcz” i
“stonce”. Oznaczmy przestrzen stanéw E = {e1, €2, e3}, gdzie e oznacza dzieh ulewny, e ozna-
cza dzien z lekkim deszczem, a e dzien stoneczny. Wtedy macierz przej$é¢ wyglada nastepujaco:

1/2 1/2 0
P=|1/6 1/3 1/2
0 1/3 2/3

Oblicz éredni czas powrotu do dnia stonecznego (tzn. ile $rednio dni mija miedzy dwoma dniami
stonecznymi).

Zadanie 10. W modelu pogody “L.A.”, tj. modelu podobnym do poprzedniego zadania, ale z

macierzg przejsé
1/2  1/2
L[
1/10 9/10
(przyklad rozwazany na wyktadzie). Podaj wzér na p* dla
a) p=(1,0),  b)p=(1/2,1/2),  ¢)p=(1/6,5/6)

Czy w ktoryms$ z przypadkéw mozna zaobserwowaé cos ciekawego? Co to moze oznaczacé?
Do czego zbiega p*, w kazdym z przypadkéw, gdy k — co?



Zadanie 11. Niech (Xy, X,...) bedzie jednorodnym lanicuchem Markowa z macierza przejsé
P i przestrzenia stanéw E = {eq,...,en}, tzn. P(X,41 = €j|X,, = €;) = P(e;, e;). Pokaz, ze

P(Xn+m = ej]Xn = ei) = Pm(ei,ej)

Zadanie 12. Dla tasowania kart Top-To-Random dla n = 3 kart narysuj graf przejs¢ oraz podaj
macierz przej$¢ P. Wylicz réwniez P2.

Zadanie 13. Dla dwoch miar probabilistycznych p, v na E = {e1, ..., ey} definiujemy norme
calkowitego wahania: dry (,v) = 53¢ ¢ g |u(e) —v(e)|.

Oblicz norme catkowitego wahania miedzy rozkladami:

w~ Bin(4,1/2),v ~ Bin(4,1/4)

k k
Zadanie 14. Na przestrzeni E = {1,2} zdefiniujmy: p* = [(1). + % (%) ,%— % (%) } , oraz
_[15
V= |:€, g:| .
a) Oblicz dry (u*,v).

b) Dla jakiego (catkowitego) k norma calkowitego wahania miedzy u* i v jest mniejsza od
0.017

Zadanie 15. Rozwazmy n kart. Niech pu bedzie rozkladem jednostajnym na wszystkich permu-
tacjach n kart. Natomiast niech v bedzie rozkladem jednostajnym na wszystkich takich permu-
tacjach, w ktérych pierwsza karta jest ustalona. Oblicz dpy (p, v).
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