Wroctaw, 21 lutego 2019

LISTA ZADAN NR 2

Gestos¢é zmiennej losowej
Definicja 1. Gesto$é zmiennej losowej

Funkcje f : R — R nazywamy gestoscia ciaglej zmiennej losowej gdy VAP(A) = [, f(z)dx

Jedli zmienna losowa ma gestosé, to wystepuje nastepujaca zaleznosé miedzy gestoscia roz-
ktadu a jej dystrybuanta:

)= /; F(t)dt

Réwnowaznie mozemy napisac:

Definicja 2. Rozklad jednostajny
Zmienna losowa X ma rozklad jednostajny na przedziale [a,b] gdy f(z) = ;- dla = € [a,b).
Oznaczenie - X U(a,b).

Zadanie 1. Policz dystrybuanty oraz gestosci nastepujacych rozktadow:
a) Z=10(X — 1), gdzie Fx =1— &,z > 1,
b) Z = %, gdzie X ~ Exzp(1),

¢) Z=X%+2X, gdzie X ~ U(0,1).

Momenty zmiennych losowych

Zadanie 2. Ktos$ proponuje nam udzial w nastepujacej grze - rzucamy kostka i jesli wypadnie
17 otrzymujemy 2 zt, jesli wypadnie "2’ ptacimy 1 zl, jesli wypadnie '3’ otrzymujemy 4 zl, jesli
wypadnie ’4’ otrzymujemy 3 zi, jesli wypadnie ’5’ ptacimy 4 zl, jesli wypadnie ’6’ placimy 7 zt.
Czy oplaca si¢ gra¢ w te gre?

Definicja 3. Wartosé oczekiwana Wartoécia oczekiwana zmiennej losowej X dyskretnej na-
zywamy liczbe (o ile ta liczba jest skonczona)

EX =) kP(X =k)

Wartoscia oczekiwang zmiennej losowej X ciaglej nazywamy liczbe (o ile ta liczba jest skonczona)

EX = /xf(:z:)d:r



Zadanie 3. Podaj przyklad zmiennej losowej, ktéra nie ma wartosci oczekiwanej.

Definicja 4. Wlasnos$ci wartosci oczekiwanej Wartos¢ oczekiwana posiada nastepujace
wlasnosci (X, Y - zmienne losowe posiadajace wartosé¢ oczekiwana, a,b,c - stale)

1. X>0=EX >0
2. |[EX| < E|X|

3. ElaX +bY 4+ ] =aE[X]|+bE[Y] +c

Zadanie 4. Kupujemy k loséw na loterii, w ktorej jest M loséw przegrywajacych i N loséw
wygrywajacych. Policz wartos¢ oczekiwang liczby losow wygrywajacych poérdd tych, ktére ku-
pujemy.

Definicja 5. Warto$é oczekiwana 1 (X) Dla ’'przyzwoitej’ funkcji ¢ i dyskretnej zmiennej
losowej X mamy

EX =Y ¢(k)P(X = k)

Dla "przyzwoitej’ funkcji ¢ i ciaglej zmiennej losowej X mamy

EX = /zp(x)f(x)dx

Zadanie 5. Znajdz wartos¢ oczekiwana pola prostokata o obwodzie 20, gdzie jeden z bokow
jest zmienna losowa X o rozkladzie jednostajnym na przedziale [1,10].

Zadanie 6. (*) Udowodnij, ze jesli X > 0,t0 > ;)2 P(X >n) < EX <1+, P(X > n).

Definicja 6. Wariancja Jesli liczba E[(X — EX)?] jest skoficzona to liczbe te nazywamy
wariancja zmiennej losowej X i oznaczamy przez Var(X) (czesto tez spotyka si¢ oznaczenie
D?(X). Réwnowazna definicja to Var(X) = E[X?] — (EX)2.

Definicja 7. Wtlasno$ci wariancji Wariancja posiada nastepujace wiasnosci (X - zmienna
losowe posiadajaca wariancje, a,b,c - stale)

1. Var(X) 2 0,Var(X) =0 <= P(X =b)=1
2. Var(eX) = c2Var(X)

3. Var(X +a) =Var(X)

Zadanie 7. Masz do wyboru dwie gry - gre z zadania 1 oraz gre w ktérej z prawdopodobienstwem

% wygrywasz 10 zt, ale z prawdopodobientwem ﬁ przegrywasz 99400 zt. W ktoéra gre wolisz

zagrac?

Zadanie 8. Policz warto$¢ oczekiwang oraz wariancje dla rozkladu (a) geometrycznego (b)
jednostajnego.



Zadania domowe

Zadanie 9. Znajdz gestos¢ zmiennej losowej ¥ = % wiedzac, ze X ma rozktad wykladniczy z
parametrem A (tzn. ma gesto$é fx(x) = Ae 7).

Zadanie 10. Rzucamy kostka 3-Scienng az nie otrzymamy wszystkich wartosci oczek. Znajdz
warto$¢ oczekiwang liczby rzutéw potrzebnych do osiagniecia tego celu.

Zadanie 11. Wykaz, ze E[(X — EX)?| = E[X?] - [EX]%.

Zadanie 12. Wkladamy losowo 3 listéw do réznych adresatéw do 3 kopert. Znajdz wartosé
oczekiwang liczby listéw wlozonych poprawnie. Rozwiaz zadanie takze dla n listow i n kopert.

Zadanie 13. (*) Znajdz minimum funkcji g(t) = E[X — t]%.



