Wroctaw, 14 lutego 2019

LISTA ZADAN NR 1

Przypomnienie

Definicja 1. Klasyczna definicja prawdopodobienstwa
Jesli € to zbidér jednakowo prawdopodobnych zdarzen elementarnych, to

_#4

VAC O P(4) = 4o

Zadanie 1. W spos6b losowy rozmieszczono 3 kule do 3 urn. Jakie jest prawdopodobienstwo
zdarzenia polegajacego na tym, ze

1. wszystkie urny beda zajete,
2. doktadnie jedna urna pozostanie pusta,
3. co najmniej dwie urny beda puste.

A co jesli kul i urn bedzie po n?

Definicja 2. Prawdopodobiennstwo warunkowe

P(A,B)

PAIB) = 55

Zadanie 2. Zal6zmy, ze 5% mezczyzn oraz 0,25% kobiet nie rozréznia koloréw. Z populacji, w
ktorej mezezyzni i kobiety wystepuja w tej samej proporcji wybrano losowo osobe, ktora okazata
sie nie rozrozniaé¢ kolordw.

1. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze ta osoba jest mezczyzng?

2. Jak zmieni sie to prawdopodobienstwo gdy w populacji, z ktérej losujemy osobe proporcja
kobiet do mezczyzn jest jak 2 : 17

Zadanie 3. Na ile sposobéw mozna doj$¢ z punktu (0,0) do punktu (n,k) zakladajac, ze do-
zwolone ruchy to krok o (1,0) lub krok o (0,1)?

Zadanie 4. (*) Alicja i Bill rzucaja symetryczna moneta tak dlugo, az wypadnie wzorzec
OOR lub ORR. Alicja wygrywa, gdy wzorzec OOR wypadnie jako pierwszy, natomiast Bill, gdy
wypadnie ORR. Oblicz prawdopobobienstwo, ze gre wygra Alicja.



Zmienna losowa

Definicja 3. Zmienna losowa
Zmienng losowa nazywamy dowolna funkcje X : Q2 — R.

Definicja 4. Dystrybuanta zmiennej losowej
Dystrybuanta zmiennej losowej X nazywamy funkcje F' taka, ze:

Definicja 5. Wtasnosci dystrybuanty

1. F jest niemalejaca
2. limy oo Fi(z) = 1,limy— oo F'(z) =0

3. F jest prawostronnie ciggla

Zadanie 5. Gracz rzuca symetryczna kostka do gry. Jesli wyrzuci piatke, wygrywa 10 zt. Jesli
wyrzuci liczbe podzielng przez 3, wygrywa 5 zt. W pozostalych przypadkach ptaci 1 zt. Niech X
oznacza wygrana gracza (przy czym przegrana 1 zt to inaczej wygrana -1 z1). Znalez¢ i narysowaé
dystrybuante zmiennej losowej X. Obliczyé¢ P(X > 0).

Zadanie 6. Sprawdz czy nastepujace funkcje sg dystrybuantami rozkltadu prawdopodobienstwa.
a) e ¢ ",z € (—00,00),
b) 1 —e™* z €[0,00),

0 z <1

Yiap(l=p) oz ek k+1)

Zadanie 7. (*) Punkt x nazywamy punktem skokowym dla dystrybuanty zmiennej losowej
wtedy i tylko wtedy, gdy P(X = x) > 0. Pokaz, ze dystrybuanta moze mie¢ co najwyzej
przeliczanie wiele punktéw skokowych.

c¢) dla ustalonego p € [0, 1], niech F(z) = {

Zadanie 8. Rzucamy niesymetryczna monetg o prawdopodobienstwie wypadniecia orta n razy
na sekunde. Prawdopodobienstwo wypadniecia orta w kazdej probie wynosi % dla pewnej A > 0.
Wyznacz dystrybuante zmiennej losowej X,, oznaczajacej czas oczekiwania na wypadniecie orta
(mierzony w sekundach). Jak zachowuje sie ta dystrybuanta przy n — oco?

Definicja 6. Gestos¢ zmiennej losowe]
Funkcje f : R — R nazywamy gestoscia ciaglej zmiennej losowej gdy VAP(A) = [, f(x)dx

Jedli zmienna losowa ma gestosé, to wystepuje nastepujaca zaleznosé miedzy gestoscia roz-
ktadu a jej dystrybuanta:

)= /; F(t)dt

Rownowaznie mozemy napisaé:

fa) = F'(2)



Definicja 7. Rozklad jednostajny
Zmienna losowa X ma rozklad jednostajny na przedziale [a,b] gdy f(z) = 7= dla « € [a,b].
Oznaczenie - X U(a,b).

Zadanie 9. Policz dystrybuanty oraz gestosci nastepujacych rozktadow:
a) Z=10(X — 1), gdzie Fx =1— 5,2 > 1,
b) Z = 5, gdzie X ~ Exp(1),

¢) Z=X%+2X, gdzie X ~ U(0,1).

Zadania domowe

Zadanie 10. Rozpatrzmy doswiadczenie polegajace na niezaleznych rzutach dwiema mone-
tami. Dla jednej z nich P(wypadnie orzel) = u, natomiast dla drugiej P(wypadnie orzet) = w.
Oznaczmy odpowiednio przez

1. po = P(wypadlo zero ortéw),

2. p1 = P(wypad! jeden orzel),

3. p2 = P(wypadly dwa orly).

Czy mozna tak dobraé¢ warto$ci w i u aby pg = p1 = pa2?

Zadanie 11. Wmiescie dzialaja dwa przedsiebiorstwa takséwkowe: Zielone Taxi (85% taksowek)
i Niebieskie Taxi (15% takséwek). Swiadek nocnego wypadku twierdzi, ze bralo w nim udziat
Niebieskie Taxi, jednak swiadkowie rozpoznaja kolor poprawnie tylko w 80% przypadkéw. Jaka
jest szansa, ze faktycznie w wypadku brato udzial Niebieskie Taxi?

Zadanie 12. Mediana rozkladu zmiennej losowej X jest liczba m, dla ktérej P(X < m) =
P(X >m) = % Znajdz mediany zmiennych losowych o rozkladach prawdopodobienstwa z
gestoscig f i dystrybuantg F

L f(2) = 32% F(x) = [§ 3y*dy,x € (0,1)
2. f(z) =X, F(z) = [§ Ae Mdy,z > 0.

Zadanie 13. Wykaz, ze rozklad wykladniczy (dystrybuanta F(z) = 1 — e 2 > 0,A > 0)
oraz rozklad geometryczny (P(X = k) = p(1 — p)*~1,1 > p > 0) maja tzw. wlasnosé braku
pamieci, tzn:

PX>t+s/X>t)=P(X >s),st>0

Zadanie 14. (*) Rzucamy symetrycznag moneta 2019 razy. Jaka jest szansa, ze otrzymamy
parzysta liczbe ortéw? A co jesli nowy rok przyszediby wczesniej i rzucalibyémy 2020 razy?



