Jarostaw Wroblewsks Analiza Matematyczna A1, zima 2010/11

Cwiczenia 17.01.2011: zad. 412-428 Kolokwium nr 13, 18.01.2011: material z zad. 1-433
Cwiczenia 25.01.2011: zad. 438-460 Kolokwium nr 14, 25.01.2011: material z zad. 1-460
Szeregi potegowe.

Wyznaczy¢ przedzial zbieznosci szeregu potegowego
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Obliczy¢ promien zbieznosci szeregu potegowego
1243 T 42503 <4n> 426, 3 nle” 427, Z <"+ 10) "
. nn!(?m)! o i
428. HEZ:OW:U"
Konwersatorium 13,20.01.2011.

Obliczy¢ sumy szeregdéw potegowych
e’} oo .2n 00
420. 32" 430. 3.1 431 Y "
n=0 n=0 2 n=1
432. Podaé przyktad szeregu potegowego o promieniu zbieznosci 2 i sumie réwnej 7
dla z=1.

433. Podac¢ przyktad dwoch szeregdéw potegowych o promieniach zbieznosci 1, ktoérych
suma jest szeregiem potegowym o promieniu zbieznosci 2.

434. Podac¢ przyktad takiego szeregu zbieznego § a, o sumie 100 i wyrazach dodat-
n=1

nich, ze a,, =n dla n < 10.

435. Podac¢ przyktad takiego szeregu 3} a, rozbieznego do —oo, ze a, =n dla nie-
n=1
skonczenie wielu n.

[ee)
436. Podac¢ przyktad takiego szeregu rozbieznego Y an, ze granica lim “*+ istnieje
n=1 n—oo an
i jest mniejsza od 1.

Ant1

n

437. Podac¢ przyktad takiego szeregu zbieznego % Gy, 7€ =2 dla nieskonczenie
n=1

wielu n.
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Uzupetlnienie: liczby zespolone, zespolone szeregi liczbowe i
potegowe.

438. Sprawdzi¢, ze
(a2 L b2 /a2 1 b2 —
\/a+bi::t< az—'—a—i—isgn(b)\/a—;a) :
jesli b#0.

Rozwiagza¢ rownania i uktady réwnan.
439. 7=2> 440.z=z"' 441. 1+i=2> 442. 3+4i=2
443. —3+4i=2> 444. *+z=i 445. 2> +iz=1 446. z=7+1
447. ’Z=8i 448. 2* +1022+61=0

449. {Ziz@ 450. { dtz=1

25 =2 21+ 29=—1
z1+izp=1 {Z1+2’2=1
451. {zg+iz1 9 452, o=

453. 2°=1 (Wsk. 2*+ 23+ 22+ 2+ 1= (2?+az+1) (2 +bz+1))

Rozwigza¢ rownania i nieréwnosci. Zaznaczy¢ zbior rozwigzan na plaszczyznie zespo-
lonej.
454. Rez+Rez? >0 455. 3|2| < |2?%|+1 456. |z|=|z+1]

—0 459. Re“ 1 —y
zZ

457. [z +i| <[z —i| 458. Im—
z¢+1

460. W trojkacie prostokatnym PQD kat przy wierzchotku P jest prosty, a przy tym
PQ =11 PD=4. Ponadto punkt C jest srodkiem odcinka PD, punkt A jest srodkiem
odcinka PC', punkt B jest srodkiem odcinka AC'. Punkt FE lezy na prostej PD, przy
czym

$PQA+YPQB+9PQC=4PQD+YPQE.
Obliczy¢ PE.

Konwersatorium 27.01.2011.

Kryteria zbieznosci szeregéw o wyrazach zespolonych

Warunek konieczny zbieznosci

Jezeli z, nie dazy do 0, to szereg > z, jest rozbiezny.
n=1

Zbieznos¢ bezwzgledna

o0 o0
Jezeli Y |z,| < 00, to szereg Y z, jest zbiezny.
n=1 n=1

Kryterium d’Alemberta

Zn41
Zn

Jezeli lim

n—oo

o0
<1, to szereg ) z, jest zbiezny.
n=1
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Jezeli lim

Zn+1
n

[©.°]
> 1, to szereg Y z, jest rozbiezny, a co wiecej
n=1

lim |z,| = +oo.

n—oo

Kryterium Cauchy’ego

[e.e]
Jezeli lim {/|z,| <1, to szereg Y z, jest zbiezny.
n—0o0 n=1
[e.°]
Jezeli lim {/|z,| > 1, to szereg > z, jest rozbiezny, a co wiecej
n—0o0 n=1
lim |z,| = +oo.
n—oo

Uogdlnienie kryterium o szeregach naprzemiennych
Jezeli ciag (a,,) jest zbieznym do zera nierosnacym ciagiem liczb rzeczywistych dodat-

nich, to dla dowolnej takiej liczby zespolonej z, ze |z| =1 oraz z # 1, szereg Y a,z" jest
n=1
zbiezny.
Powyzsze jest prawda takze dla |z| < 1, ale wéwcezas na ogét stosujemy inne kryteria.

Inne kryteria

o oo (o)
Jezeli szeregi > 2z, 1 > y, sa zbiezne, to szeregi > (z, +y,) sa zbiezne i woéwczas
n=1 n=1 n=1

> (zatyn) = ZzniZyn
n=1

Jezeli szereg Z Z, jest zbiezny, a szereg Z Yn jest rozbiezny, to szeregi Z (zntyn)
n=1 =1 n=1
sg rozbiezne.

Dla dowolnej liczby zespolonej ¢ # 0 szereg ioj cz, jest zbiezny wtedy i tylko wtedy,
n=1

o
gdy zbiezny jest szereg > z,. Jesli oba szeregi sg zbiezne, to

n=1
[e's) o0
S em=cY 2
n=1 n=1

Zbieznos¢ szeregu nie zalezy od zmiany lub pominiecia skonczenie wielu poczatkowych
wyrazow.

Szereg 3 z, jest zbiezny wtedy i tylko wtedy, gdy zbiezne sa jednoczesnie szeregi
n=1

o0 o0
> Rez, oraz Y Imz,. Jesli podane szeregi sg zbiezne, to

n=1 n=1
Zzn ZRezn+ZZImzn.

Obszar zbieznosci szeregu potegowego jest kotem o srodku w zerze i promieniu
R €[0,+00], zwanym promieniem zbieznosci szeregu. Przy R =0 koto zbieznosci degene-
ruje sie do punktu 0, przy R = +o00 obszarem zbieznosci jest cata plaszczyzna zespolona.
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Na okregu bedacym brzegiem kota zbieznosci szereg potegowy moze byé¢ zbiezny w

czesci punktow, a w czesci rozbiezny.

Zbada¢ zbieznos¢ szeregdw:

461. ———— 462. 463. 464.
nz::ln2+in+1 nz::lni”—i—i ;::17124—2'

2
—inct

Wyznaczy¢ obszary zbiezno$ci zespolonych szeregéw potegowych:
> 82"

465. > 2"z"  466. ZW 467. > nz"
n=1

n=0 n=1

00 o 6n
468. > nl:" 469. S
n=0 n=1 T

Zadania powtdrzeniowe.

X n41

Cze$é¢ zadan powtorzeniowych moze zostaé omowiona na ¢wiczeniach w poniedziatek
31 stycznia 2011 r. oraz na konwersatorium w czwartek 1 lutego 2011 r., a takze na

ostatnich wyktadach.
EGZAMIN: Poniedziatek 7 lutego 2011 r., godz. 9-12.
EGZAMIN POPRAWKOWY: Sroda 16 lutego 2011 r., godz. 9-12.

Konsultacje przedegzaminacyjne o godz. 11.00 w przededniu roboczym egzaminu (pia-

tek 4 lutego 2011 r. oraz wtorek 15 lutego 2011 r.).

470. W kazdym z zadan 470.1-470.5 podaj kresy zbioru oraz okredl, czy kresy nalezg

do zbioru.
Kres moze by¢ liczbg rzeczywistg lub moze byé¢ réowny —oo albo +oo.

5m—2n

470.1. A:{ :m,neN:{l,Q,?),...}}

mn

470.2. B— {m : m,nEN}
n+7
470.3. C={a’: x € (-2,1)}

470.4. D={a": e (-2,1)}

470.5. £ = {3x2+y3 ENTES (—2,1)}
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471. W kazdym z zadan 471.1-471.4 udziel czterech niezaleznych odpowiedzi
TAK/NIE.

471.1 O zdaniu T'(n) wiadomo, ze prawdziwe jest T'(1), a ponadto dla kazdej liczby
naturalnej n zachodzi implikacja T'(n) = T'(n+2). Czy stad wynika, ze prawdziwa jest
implikacja

a) T(2008) = T(3009)

b) T(2008) = T(3010)

c) T(2009) = T'(3010)

d) T/(2009) = T'(3011)

o
471.2 Szereg liczbowy o wyrazach rzeczywistych > a, jest zbiezny. Czy stad wynika,
n=1

ze zbiezny jest szereg

a) > lan| b) 3 2%
n=1 n=1

c) > 2008a, d) > (a,+1)
n=1 n=1

471.3 Szereg liczbowy o wyrazach rzeczywistych > a, jest zbiezny. Czy stad wynika,
n=1

ze rozbiezny jest szereg

a) Z|an| b) ZQG”
n=1 n=1

c) > 2008a, d) > (a,+1)
n=1 n=1

471.4 Czy funkcja
f(x)_{ax3+bx2+cx+d dla =<0
lexd+ fat+gr+h dla x>0

jest ciaggla, jezeli
a) a=23,b=24, c=25,d=26,e=27, f=28,g=29, h=30
b) a=25b=16,c=9,d=4,e=1, f=0,9g=1, h=4
c)a=2,b=3,c¢=5d=T7e=11, f=13,g=17, h=19
d) a=2009, b=2010, c=2011, d=2008, e =2009, f=2010, g =2007, h = 2008
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472. Dowies¢, ze dla dowolnej liczby catkowitej dodatniej n zachodzi nierownosé

2.<2"+5><3.5“.

n

473. Obliczy¢ granice

lim

n—oo

nk+1 nk+2+nk—|—3+nk+4 n*+5 n* +n?
n2+1 n%+4 n%49 n24+16 n%+25  no94nt

dla tak dobranej wartosci rzeczywistej dodatniej parametru k, aby powyzsza granica
byta dodatnia i skonczona.

474. Wyznaczy¢ asymptoty funkeji f danej wzorem

flx)=Va?4+z+1.

475. Dane sa takie ciagi (a,) i (by), ze

vV ola,—2|<e oraz Y oV |b,+5|<e.
e>0 n>6/e e>0 n>10/e

Niech ¢, =a, +b,. Wskaza¢ odpowiednig liczbe rzeczywistg r oraz liczbe naturalng P
i udowodni¢, ze

v Vo |entr|<e.
e>0 n>P/e

476. Wyznaczy¢ przedzial zbieznosci rzeczywistego szeregu potegowego

o0 3n ,x?m

PN

477. Rozstrzygnaé¢ zbieznos¢ szeregu liczbowego o wyrazach zespolonych

T_
nzln ]

w zaleznosci od parametru catkowitego dodatniego p.
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478. W kazdym z zadan 478.1-478.4 udziel czterech niezaleznych odpowiedzi
TAK/NIE.

478.1 Czy zbiezny jest szereg

P b) >
C)ZHn d)Zan/_
478.2 Czy zbiesmy jest szereg

9 i
0% SN

478.3 Czy ciag (a,) okreslony wzorem
n’“+1+n’“+2+nk+3+n’“+4+nk+5 +n’“+n
nT+1 n7+4 n74+9 n"4+16 nT+25  nT4n?

Ay =

jest zbiezny dla
a) k=5
b) k=6
c) k=T

d) k=8

478.4 O zdaniu T'(n) wiadomo, ze prawdziwe jest T'(1), a ponadto dla kazdej liczby
naturalnej n prawdziwa jest implikacja T'(n+2) = T'(n). Czy stad wynika, ze falszywa
jest implikacja

a) T(2008) = T(3009)

b) T(2008) = T(3010)

c) T(2009) = T(3010)

d) T(3009) = T'(2011)
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479. W kazdym z zadan 479.1-479.5 podaj kresy zbioru oraz okresl, czy kresy naleza
do zbioru.

Kres moze by¢ liczbg rzeczywista lub moze byé¢ réwny —oo albo +oo.

479.1. A= {\/nQJrn—n: neN:{1,2,3,...}}

479.2. B:{\/nQ—i-n—i-l—n: nEN}
479.3. C ={|2—logyz|: x € (1,8]}
479.4. D={|2—log,z|: x € (1,16]}

479.5. E={|2—logyz|: x € (1,32]}

480. Dobra¢ odpowiednig liczbe rzeczywista dodatniag M i dowiesé, ze dla dowolnej
liczby rzeczywistej dodatniej x zachodzi nieréwnos¢é

M< 11x2009+$666+9 <HM.

481. Obliczy¢ granice

482. Naszkicowaé wykres funkcji f okreslonej wzorem

22 dla r<a

flx)=<|z|] dla a<z<b
2?2 dla x>0

dla kazdej pary parametréw a < b, dla ktérej funkcja f jest ciggtla.

483. Obliczy¢ granice
lim (\/ x4+ m")

r——00

w zaleznosci od parametru naturalnego n.

484. Wyznaczy¢ promien zbieznodci rzeczywistego szeregu potegowego

> (2n)!- 2"

D

~ nl-nn
485. Obliczy¢ sume szeregu
> 1
Z n2—1"

n=2

Lista 5 - 50 - Strony 43-52



Jarostaw Wroblewsks Analiza Matematyczna A1, zima 2010/11

486. Wyznaczy¢ wszystkie pary parametréw rzeczywistych (a, b), dla ktérych funkcja
f okreslona wzorem

f(a) = ?*+4r dla z€(—o00, —1)U(2, +00)
7N az?+b dla re[—1,2]

jest ciggla.

487. Dobra¢ odpowiednig liczbe wymierng dodatnig ¢ i udowodnié¢, ze dla dowolnej
liczby rzeczywiste] « € (8 — 9, 8+ ) zachodzi nier6wnosé

1
‘%_2)<ﬁ'

488. Wyznaczy¢ przedziat zbieznosci szeregu potegowego
2
E%(}—lyh7ﬂ-x”

489. Dana jest funkcja f:R— R okre$lona wzorem
f(z)=1log,(2°+1) .
a) Wyznaczy¢ asymptoty funkcji f.

b) Dowiesé, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych x, y zachodzi nieréwnosé

[f (@)= f)l<lz—yl.

490. Dana jest funkcja f okre$lona wzorem
flx)=vat+1.

Dowiesé¢, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych z, y € [1,10] zachodzi nieréwnosé
|f(z) = f(y)] <2010 [z —y] .

491. Wyznaczy¢ obszar zbieznosci zespolonego szeregu potegowego

0 ,n _ZQn

i
Z n-2n

n=1

492. Naszkicowa¢ wykres funkcji f okreslonej wzorem

3 dla r<a
) |2?—4] dla a<z<b
f(z)= 3 dla b<z<ec

|22 —4| dla x>c
dla kazdej trojki parametrow a < b < ¢, dla ktorej funkcja f jest ciagta.

493. Wyznaczy¢ przedzial zbieznosci rzeczywistego szeregu potegowego
2

00 "
nZ:() (n!)2010 ’
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494. Obliczy¢ granice
lim ((log, (227 +1)) — (log, (22°+1)) + (logs (2° +1)) ) .
495. W kazdym z 4 ponizszych zadan udziel 4 niezaleznych odpowiedzi TAK /NIE.

495.1 Czy funkcja

£ )_{ a® dla <0
7 b2 +ex+d dla >0

jest ciaggla, jezeli

a)a=4,b=3,¢c=2,d=1

b) a=5b=4,¢c=3,d=2

c)a=9,b=5c=3,d=1

d)a=7,b=2,¢c=2,d=3

495.2 Czy funkcja

x

f(x)—{ a dla z<1
T\ bl 4+cx+d dla x>1

jest ciagtla, jezeli
a)a=4,b=3,¢=2,d=1

b) a=5,b=4, =3, d=2 wrrrreerrrrorrerrcrrrrrrr
c)a=9,b=5c=3,d=1 .cocccniiiiiiiiinirin..
d)a=7,b=2,c=2,d=3

495.3 Czy podany szereg jest zbiezny

o0 n o0

n

a) DT b)gz:12 S
>0 1 > 1

C)r; = s d)nzz:ln = s
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