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Cwiczenia 21.12.2010: zad. 333-369 Kolokwium nr 10, 22.12.2010: material z zad. 1-369
Cwiczenia 3.01.2011: zad. 370-389 Kolokwium nr 11, 4.01.2011: material z zad. 1-389
Cwiczenia 10.01.2011: zad. 390-411 Kolokwium nr 12, 11.01.2011: materiat z zad. 1-411

Funkcje. Granica i ciggloscé.

Uwaga: Zapis sgn(x) oznacza znak liczby x:
sgn(z)=1dlaz>0

sgn(z)=0dlax=0

sgn(z)=—-1dlaz<0

Uwaga: Zapis {z} oznacza czes¢ utamkowa liczby x.
{z} =2 —[z], gdzie [z] oznacza czesé¢ catkowita liczby x.

Naszkicowaé¢ wykres funkcji f danej wzorem
333. sgn(sinz) 334. {z}—({z})?

0 dla <0
x dla. 0<x<1
335. f(z)= —2?+4r—2 dla 1<z<3
4—z dla >3
oz dla z#£2 zt—1 1
336. f(x)—{sgn(x> Qo alo 33T ooy 338
339. sgn(2®— ) 340. a’sgn(z) 341, |[z+1] 1|
342. f(x)=|2®>—1|— |22 —4| 343. f(z)=|2*—8x+15
344. f(zx)=2*+z+2—|2*—x—2| 345. f(x)={cosx}
346. f(z)=[2arctgr] 347. f(z)=2{sinz}—{2sinz}

348. f(z)=[z]+x 349. f(z)={z}+a 350. f(x)=|[|z—1}]
Obliczy¢ nastepujace granice:

1 8
351. lim( — > 352. limzsint  353. lime /%
a—T\x—7 x2—6x—7 z—0 x z—0
3 —2 -3 2_6r45
354. lim V" 355. lim 356. lim ~__ v
78 r—8 a—3x+2 a=5  x—5
1 3 2008 1 8 3_1
357. 1im< —) 358. lim~—— 359. lim — b -~
—1\1—2 1—2a3 a—1 10 -1 z—1/2622 —Hxr+1
3432242 _ —1)v/2=
360. lim © 190 F20 gel pnTTVE geo iy BT DV2o
z——2 x2—1—06 a=0 /T a—1 2 —1
r—\/x x x Inx
363. lim — Y~ 364. lim ——— 365. lim ——— 366. li
J:—1>I—Poo T+ \/E x—1>r—|¥1c>o V241 ac—1>r—noo V241 xl»rgl—i- 1+1Inz
21/m 1 21/3: 1 21/3: 1
367. lim = % 368. lm - - 369. lim - -
a—0+21/z — ] a—0-21/z ] a—to0 /T 41
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370. Dla ktorych wartosci parametréw a, b funkcja f okreslona wzorem
ar+b dla z<1
flz)y=5 2 dla 1<z<2
ar—>b dla 2<x

jest ciagla? Naszkicowaé wykres funkeji f dla kazdej pary parametréw (a,b), dla ktérych
funkcja f jest ciagta.

371. Dla ktorych wartosci parametréw a, b funkcja f okreslona wzorem
x dla r<l1
flx)={ 2 +ar+b dla 1<z<2
x+3 dla 2<x
jest ciagla? Naszkicowaé wykres funkeji f dla kazdej pary parametréw (a,b), dla ktérych
funkcja f jest ciagta.
Do podanych f, zq i € dobraé¢ takie §, aby

z€(z0—3,20+9) ’f<$> _f(fﬁo)\ <e

372. f(x)=2x, xg=5,e=1/10 373. f(x)=1/x, xg=4, e=1/100
374. f(r)=2% z9=1,e=1/50 375. f(x)=21> 2o=0, e=1/1000
376. f(x)=+/r, 10=30,e=1/10 377. f(x)=2a" 29=10,e=10"1

OszusTwo 378. (przyktad funkcji nieciagtej): Funkcja f(z)=x? jest nieciagla.
Dowad: Przeprowadzimy dowod nie wprost. Zaktadajac, ze funkcja f jest ciggta, wez-
my w definicji Cauchy’ego ciggtosci e = 1. Wtedy istnieje takie § >0, ze dla y spelniaja-
cych nier6wno$é |y — x| < § zachodzi |22 —y?| < 1.
Jednak ta ostatnia nier6wnos$¢ nie zawsze jest prawdziwa, gdyz dla x> % iy= a:+g
otrzymujemy |z% —1y?| =z + % > 1.
O

OszusTtwo 379. (przyktad funkeji ciagtej): Funkcja
sint dla 2 #0

f(x)—{ 0 dlaz=0
jest ciggla.

Dowdéd: Oczywiscie f jest ciagta w kazdym punkcie oprocz 0, pozostaje wiec wykazac
ciagtos¢ w 0. Przeprowadzimy dowod niewprost. Zaktadajac, ze f jest nieciagta w 0, wez-
my €= % Wtedy istnieje takie § >0, ze dla x spelniajacych nier6wnos¢ |z| < d zachodzi
|f(z)—0]> 3.

Ale biorac x = #, gdzie n > 7%, otrzymujemy f(x)=01 |z|<J. Zatem
| f(z) — 0] =0< 3, skad sprzecznos¢.

O

Wskazaé takg liczbe M, ze dla dowolnej liczby rzeczywistej x zachodzi nieréwnosé

|f(x)| <M.
20t 4+ 1322+ 7 Srt4a?+2 -
380. _ S TET T g7, _ OV TV TS g9, _ gsinw
I = M) =S 37 flo)=e
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IlOOO

383. f(z)= S

x
TS 384. f(x)=
OszusTtw0385. Niech f,g:[0,1] — [0,1] beda takimi funkcjami ciagtymi, ze f(0) =5,
f(1)=17,9(0)=8, g(1) =4. Wtedy istnieje takie c€ (0,1) , ze f(c)=g(c).
Dowdd: Z wtasnosci Darboux funkcji cigglych zastosowanej do funkcji f wynika, ze
dla pewnego c € (0,1) mamy f(c)=6. Podobnie, stosujac whasnosé¢ Darboux do funkcji
g otrzymujemy g(c) =6. A zatem

f(e)=g(c) , co nalezato dowies¢. -

Wskazaé¢ btad w powyzszym rozumowaniu i podaé¢ poprawny dowdod.

386. Dowiesc¢, ze réwnanie
1000900 19 — (1,000001)*

ma co najmniej jedno rozwiazanie rzeczywiste. Wskaza¢ konkretny (by¢ moze niepo-
trzebnie duzy) przedzial, w ktérym znajduje sie rozwiazanie.

387. Dla ktorych liczb

ne {2, 4, 10, 20, 50, 100, 200, 500, 1000, 10°, 10", 10°°, 10'*°, 101000}
wykres funkcji
flz)=2"
przecina wykres funkcji
g(z)=a"+4,

jezeli za jednostke na osiach przyjmiemy 1 cm. Przyja¢ promien wszechswiata réwny
10%® cm. Punkty przeciecia wykreséw lezace w innych wszech§wiatach nas nie interesuja.

Jak zmieni sie odpowiedz, gdy wykonamy rysunek biorac za jednostke na osiach sred-
nice atomu (1078 c¢m) lub érednice jadra atomowego (10713 c¢cm)?

388. Dowies¢, ze rOwnanie
2 =2572 . cosz

ma co najmniej 10 rozwigzan rzeczywistych.

389. Dowied¢, ze réwnanie
z? = 2572 cos (:L‘S)

ma wiecej niz 1000 rozwigzan rzeczywistych.

Wyznaczy¢ asymptoty funkeji f okreslonej wzorem
3
41

390. f(a:):\/a:Q—i—x—{—l—i—g 801 f(a)= a7 392. f(a)= 5+
393. f(z)=log, (2% +87)
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Do podanych f, xy i € dobraé¢ takie k € N (dowolne, nie musi by¢ najmniejsze), aby
przy § = 107" spetniony byt warunek

|[f (@) = f(zo)| <e

z€(xo—9,x0+9)
394. f(zr)=2" 2p=2,e=1/10 395. f(z)=2'" zo=5,e=10"19
396. f(x) =21z 2,=10, =10 (tak, do plus setnej)
397. f(z) =210 2o=1111,e=10"°

Twierdzenie o trzech funkcjach: Jezeli funkcje f, g, h sa okreslone w otoczeniu
punktu z € [—00,400] (moga nie by¢ okreslone w samym xg), a przy tym

flz) <g(z) <h(z)
dla z bliskich zq, to z istnienia i rownosci granic funkcji f oraz h w punkcie xg wynika
lim g(z) = lim f(x)= lim h(z).
T—T0 T—T0 T—XT0
To samo stosuje sie do granic jednostronnych.
Obliczy¢ granice
. (,-1000
308. lim S0 )

r——+00 \/E

Korzystajac ze zbieznosci

399. lirr(l)x- {1/x1000} (uwaga: cze$¢ utamkowa)

1 T
lim <1 + > =e
T——+00 €T

obliczy¢
z2+x 1 V722 +5z+1
400. lim (1+> 401. lim (1+>
r—+00 €x r—+00 €x

gttt . 1\ V" . 1\*

1\ f(@)
405. lim <1+> , gdzie lir}rﬂ flx)=2
T T——400

Tr— 400

1 (z+1)* 1 (a:+1)z+1
406. lim <1+> 407. lim <1+)
€T xx

T—+00 x T—+00
Dla podanej funkcji f wyprowadzi¢ oszacowanie postaci

[f (@) = flxo)| <C-6

prawdziwe dla dowolnego 0 > 0 oraz dowolnych z, xy € D spetniajacych warunek
|z — 20| < 0.

408. f(z)=+/z, Dy =[1,+00)

409. f(z)=va22+1, D;=R

1

411. f(z) =23, D;=[-10,5]
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