Jarostaw Wroblewsks Analiza Matematyczna A1, zima 2010/11

Ciagi.
Cwiczenia 22.11.2010: zad. 128-163 Kolokwium nr 6, 23.11.2010: materiat z zad. 1-179

Troche teorii

DEFINICJA: Ciag (a,) jest zbiezny do granicy g wtedy i tylko wtedy, gdy
V3V |la,—g|<e.

e>0Nn=N
Piszemy nh_)rrolo ap=4¢.
Ciag (ay) jest rozbiezny do +oo wtedy i tylko wtedy, gdy
VY3 v oa,>M.

MNn=N
Piszemy lim a,, = +o00.
n—oo

Ciag (an) jest rozbiezny do —oo wtedy i tylko wtedy, gdy

VI Vv oa, <M.
MNn>N
Piszemy lim a,, = —o0.
n—oo
TWIERDZENIA:

1. CIAG ZBIEZNY MA TYLKO JEDNA GRANICE.

2. GRANICA SUMY JEST SUMA GRANIC.
Doktadniej, jesli ciagi (a,,) 1 (b,) sa zbiezne, to ciag (a,+b,) jest zbiezny i

A1 (an +bn) = litg an+ lim bn

3. GRANICA ROZNICY JEST ROZNICA GRANIC.
Doktadniej, jedli ciagi (a,,) i (b,) sa zbiezne, to ciag (a, —by,) jest zbiezny i

lim (a, —b,) = lim a,, — lim b, .
n—oo n—oo n—oo

4. GRANICA ILOCZYNU JEST ILOCZYNEM GRANIC.
Doktadniej, jesli ciagi (a,,) 1 (b,) sa zbiezne, to ciag (a,b,) jest zbiezny i
lim (a,b,) = lim an~nli_)nolobn )

n—o0o n—oo

5. GRANICA ILORAZU JEST ILORAZEM GRANIC.
Doktadniej, jesli ciagi (a,,) 1 (b,) sa zbiezne, przy czym b, # 0 oraz Jirgobn #0, to ciag
(=) jest zbiezny i
a, lim a,

n—o0

6. ZBIEZNOSC I GRANICA NIE ZALEZA OD POMINIECIA LUB ZMIANY SKONCZENIE
WIELU POCZATKOWYCH WYRAZOW CIAGU.
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7. SLABE NIEROWNOSCI ZACHOWUJA SIE PRZY PRZEJSCIU DO GRANICY.

Doktadniej, jesli ciagi (a,,) i (b,) sa zbiezne, przy czym a,, < b, (odpowiednio a,, > b,),
to lim a, < lim b, (odpowiednio lim a, > lim b,).

n—oo n—oo n—oo n—oo

8. KILKA PODSTAWOWYCH GRANIC.
lim n =400

n—oo

lim 1 =0

n—oo

lima=a

n—oo

lima"=4oco dlaa>1

n—oo

lim " =0dla |a| <1

n—oo

lim (—1)" nie istnieje nawet w sensie granicy niewlasciwe;

n—oo

lim Ya=1dlaa>0

n—oo

lim Yn=1

n—oo

9. Z GRANICA MOZNA WCHODZIC POD PIERWIASTEK.
Doktadniej, jesli ciag (a,,) jest zbiezny, przy czym a, >0, to dla k €N

lim &a, = ¥ lim a,, .
n—oo n n—oo n

10. TWIERDZENIE O TRZECH CIAGACH.
Jezeli ciagi (ay,), (bn), (c,) spelniaja warunek
a, < b, <c,
oraz ciagi (a,) i (c,) sa zbiezne do tej samej granicy g, to ciag (b,) tez jest zbiezny i jego
granicg jest g.

11. KRYTERIUM D’ALEMBERTA.
Jezeli (a,,) jest ciagiem o wyrazach niezerowych oraz istnieje granica

a
lim || = g<1l,
n—oo| q,
to ciag (a,) jest zbiezny do zera.
Jezeli istnieje granica
a
lim || = g>1,
n—oo an

to ciag (a,) jest rozbiezny, a ciag (|a,|) jest rozbiezny do +oc.

Uwaga: Podstawowym zastosowaniem kryterium d’Alemberta jest badanie zbiezno$ci
szeregbow, ale podana wyzej wersja stosuje sie do badania zbieznosci ciggéow. O szeregach
bedzie mowa za kilka tygodni.

Powyzsze wlasnosci zachowuja sie w przypadku ciggéw majacych granice
niewlasciwe (tzn. rozbieznych do +0), o ile nie prowadzi to do wyrazen
nieoznaczonych.
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12. SZTUCZKI OPARTE NA WZORACH SKROCONEGO MNOZENIA.

Visvi=

Ve — = it 4

v Val + Yay+ P

Zadania

Wyjasnic, dlaczego ponizej sg same BZDURY:

Analiza Matematyczna A1, zima 2010/11

128. nhngof— lim L. lim v/n=0-lim /n=0

n—oo M n—oo n—oo

129. JL%(‘/T‘"*' —ﬁ) = lim v/n+1- lim /n=00—00=0

130. lim (—1)n:{

n=s00 1 dla n parzystych
131. hm% k- hmf E-0=0

—1 dla n nieparzystych

Zbadaé zbieznosé ciggu (a,) okreslonego podanym wzorem; obliczy¢ granice ciagdw
zbieznych, rozstrzygnaé czy ciagi rozbiezne maja granice niewtasciwa

1 An?+3 Vn? 5n®+n?—6
132, ' 133.9"— > 134, LTI qg5 VITHR yge OMANT 70
n+7 n n+1 n-+2 3nt4-7
5nt+n?—6 5n°+n?—6 1-24+3—44+5—-6+...—2
137, L0 qgg 2N ANTT0 50 R i
3nt+7 3nt+7 219
142444427 Vit 7
140, -2 1" 142 (—1 143, WYRELEVR)
14+3494...43" 1+yn n3(1+7vn+2)
14+24+3+... 304314324334 .. 430 NETESD
144, TSRy e S SIS g VOIS g iy
n? 3n 3n+1
148. Vn2 149. Yn+17 150. Vn2+3n—n 151, n(vVn2+7—n)
3 6 5 _1\n
152, HWRVRPVIREL L (D) L
11n3+Tn+3 n (24 (=1)m)"
o | 2 1 2 2 2 2
155. an:{( 1) -n! dla n <100 156. " +1 n"+2 n°+3 n +n
2”+n dla n > 100 n3+1 n3+2 n3+3 n3+n
1 1 1 1 n’ 10m n!
157. — . 158. — 159. — 160. ——
712—1—7”L2—|—1+n2+2jL +(n+1)2 ™ n! n??
161 V3" +n? 162 vVn+l—y/n 163 vVn?+1l—n
S VB 2n 1 S Vn+T—n S (Vn?tn+1—n)?
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Konwersatorium

164. Ciag (a,) spetnia warunek

vV |a,—100] < 10.

n>1000
Czy stad wynika, ze
a) ciag (a,) jest zbiezny,
b) ciag (a,) jest rozbiezny,
c) kazdy wyraz ciagu (a,) jest dodatni,

d) ciag (a,) ma co najmniej jeden wyraz dodatni,
e) od pewnego miejsca wszystkie wyrazy ciagu sa dodatnie,

f ) agge < TTTTTTT,
g) a1 > 88,

h) VvV |a,—100]<1,
n>1729

i) Vv |a,—100/<17,
n>345

v lan—99] <13,
n>5555
k) ciag (a,) jest ograniczony,

) 3 Jan—95 <37,
n>444

m) 3 |a,—80|<37,
n>1444

n) 3 |a,—95<37,
n<444
0) 3 |a,—80|<37,

n<2444
p) rvn ném @n >0’
Y |a,—66]>12,

n>1331

I') Y Vs |an - am| <7 )
m>1234 n>5678

s v Vo ap—an| <17,
m>1234 n>5678

t) Vv Vo ap—an| <27,
m>123 n>45678

u) v \V/ |an_am‘<377
m>1234 n>5678

v) 3 3 |ap—an| <3,
m<123 n<456

w) Y Y o aptan] <210,
m>12345 n>67890

x) V Vo an+an| <222,
m>1296 n>T776

y) Vv Vo |anFan] > 128,
m>1024 n>8192

z) 3 a, <92,
z) 3 a, >91.

165. Dany jest taki ciag (a,), ze

YV ola,—T|<e.

e>0 n>5/e
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Podaé granice ciagu (ay,).
Wskaza¢ taka liczbe M, ze V|a,| < M.
Wskazaé¢ taka liczbe N, ze V a, > 6.

n>N

Wskazaé takg liczbe N, ze V a, <7,01.
n>N

Wskazaé taka liczbe N, ze V |a,—8|>1/3.
n>N

166. Dany jest taki ciag (b,), ze
v Vo b, +2l<e.

>0 n>10/e
Podaé¢ granice ciagu (b,,).
Wskazaé taka liczbe M, ze V|b,| < M.
Wskazaé taka liczbe N, ze V b, <0.

n>N

Wskazaé taka liczbe N, ze V b, > —3.

n>N

Wskazaé taka liczbe N, ze VY |b,—2|>1/10.
n>N

167. Niech ¢, =a,+b,, gdzie (a,) i (b,) sa ciagami z poprzednich dwéch zadan.
Dowiesé, ze wowezas ciag (c,) jest zbiezny, gdyz

>0 N> /e
W miejscu kropek powinna sie znalez¢ odpowiednio dobrana liczba.

168. Niech d,, = a,,-b,, gdzie (a,) i (b,) sa jak poprzednio. Dowies¢, ze wowezas ciag
(dy,) jest zbiezny, gdyz
\ v |d,+14|<e .

e>0 M,

W miejscu kropek powinno sie znalez¢ odpowiednio dobrane wyrazenie zalezne od €.

169. Niech e, =2a,,+3b,,. Dowies¢, ze woéwczas ciag (e,) jest zbiezny, gdyz
4 v len — o |<e.

e>0 N /e
W miejscu kropek powinny sie znalez¢ odpowiednio dobrane liczby.

PRAWDA CZY FALSZ?
170. Jezeli ciagi (a,) i (b,) sa rozbiezne, to ciag (a, +b,) jest rozbiezny.
171. Jezeli ciag (a,) jest zbiezny, a ciag (b,) rozbiezny, to ciag (a,+by,) jest rozbiezny.
172. Jezeli ciag (a,) jest zbiezny, a ciag (b,) rozbiezny, to ciag (a,b,) jest rozbiezny.

173. Jezeli ciag (a,) jest zbiezny, ciag (b, ) rozbiezny, a ponadto obydwa ciagi maja tylko
wyrazy dodatnie, to ciag (a,b,) jest rozbiezny.

174. Jezeli (a,) jest ciagiem zbieznym o wyrazach dodatnich, to jego granica jest liczba
dodatnig.

Lista 3 -19 - Strony 15-38



Jarostaw Wroblewsks Analiza Matematyczna A1, zima 2010/11

175. Jezeli 2 — 1 to q, — 1.
an 2 2

176. Jezeli ciag (“Z—:l) jest zbiezny, to ciag (a,) jest zbiezny.
177. Jezeli ciag (a2) jest zbiezny, to ciag (a,) jest zbiezny.

178. Jezeli wréd wyrazéw ciagu (a,) wystepuja zaréwno wyrazy dodanie jak i ujemne,
to ciag (a,) jest rozbiezny.

179. Jezeli wérod wyrazoéw ciagu (a,) wystepuja zaréwno wyrazy mniejsze od 1 jak i
wieksze od 3, to ciag (a,) jest rozbiezny.

Kwantyfikatory, implikacja, alternatywa, koniunkcja.

Te zadania moga pojawic sie na Matematyce Elementarnej. Nie przewidujemy na nie
specjalnego czasu na Analizie.

180. Wyznaczy¢ zbior wszystkich liczb rzeczywistych z, dla ktorych prawdziwa jest
podana implikacja
a)r>0=z+1>0
b)z>0=2—-1>0
c)r=3=2x>0
d) z=-3=2>0
e) t’=4=z=2
f) 2’=—-4=x=-2

W ponizszych zadaniach x, y przebiegaja liczby rzeczywiste, natomiast m, n przebie-
gaja liczby naturalne (catkowite dodatnie).

181. Potaczy¢ podane warunki w grupy warunkéw rownowaznych
a) In=2m

b) gm:2n
c) élnm:?m
d)nElln:9m
e) §n2:9m
f) gn3:9m
g)rgln2:27m
h) gn3:27m
i) Elmn:2m—1
) gn:Qm—i—l
k)?ﬂn#?m

1) liczba n jest nieparzysta
m) liczba n jest podzielna przez 3
n) liczba n jest podzielna przez 9
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o) liczba n jest parzysta
p) liczba n jest nieparzysta i rézna od 1

W kolejnych siedmiu zadaniach kazdemu warunkowi oznaczonemu litera przypisac
rownowazny warunek oznaczony cyfra.

182. a)z>0=—-2>0 b)z>0=|z/|>0 c¢)—2z>0=z>0 d)|z|>0=2>0
1) >0 2)z<0 3) PRAWDA 4) FALSZ

183. a)V(x>0=—-x>0) b)V(xr>0=|z/>0)
c)V(—x>0=2>0) d)V(z[>0=2>0)
1) z>0 2)xz<0 3) PRAWDA  4) FALSZ

184. a)3 (x>0=—-x>0) b)I(z>0=|z[>0)
c)I(—z>0=2>0) d)3I(jz|>0=2>0)
1) z>0 2)z<0 3) PRAWDA  4) FALSZ

185. a)Vz>y* b)Jz>y* c)Vz<y® d)Iz<y?
Yy Yy Yy Yy
1) 2<0 2)z>0 3) PRAWDA  4) FAESZ

186. a)yx:y b)%lx:y c)?x;ﬁy d)glxséy
1) 2=0 2)z>0 3) PRAWDA 4) FALSZ

187. a)Va?’=—y> b)IJzi=—y? c)vV2i#£—y? d)3IJa?#—y?
v v v v
1)2=0 2)2#0 3) PRAWDA 4) FALSZ

188. a)Z’xy:y b)%la:y:y C)Z’:L‘y:l‘ d)glxy:m
1) 2=0 2)z=1 3) PRAWDA 4) FALSZ
189. Czy jest prawda, ze

a)V (r=3=x=5)

b)g(x:5:>x:3)

c)é(m2>—4:>x2>—1)
d)%(x2>—1:>x2:25)
e)éﬂ(x2>—1:a:<—1)
f)é(x2<—1:>:c>—1)
g)@(m2<—1$x<—1)
h)g(x2>—1:>x>—)

190. Dla ktorych liczb naturalnych k spetniony jest podany warunek?
a) 33(m>1An>1Ak=mn)

(
b) 33(m>1An>1Ak=m+n)
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c) EIEI(m>1/\n>1/\k:m—n)
d) EIH m>1An>1Ak=6m—2n)

(
e) E]E|<m>1/\n>1/\k—|—2mn—m —|—n2>
f) vv(k mn=m+n=06)
g) EIEI(k mn=m+n=06)
h) vv(k: mnAm+n=06)
i) Elmzln(k:mnAm—l—n:G)
) g@(lﬂ:mn\/m—l—nzfi)
k)%%l(k:mn\/mjLn:G)
1) %%I(k:mn/\m:ﬁ)
m) 33 (k=mnAm=nk)
n) rE:IL%n(km:n/\m:nk)

Kresy zbioréw.

Cwiczenia 29.11.2010: zad. 191-223 Kolokwium nr 7, 30.11.2010: material z zad. 1-241

Definicja: Zbiér Z C R nazywamy ograniczonym z gory, jezeli
3 V <M.
MER zeZ
Kazda liczbe rzeczywista M € R spelniajaca warunek
YV <M
r€Z
nazywamy ograniczeniem goérnym zbioru Z.
Definicja: Zbiér Z C R nazywamy ograniczonym z dotu, jezeli

3 VvV z>2M.
MeR zeZ

Kazda liczbe rzeczywista M € R speliajaca warunek
Y z>M
r€Z
nazywamy ograniczeniem dolnym zbioru Z.

Definicja: Zbiér Z C R nazywamy ograniczonym, jezeli jest jednocze$nie ograniczony
z dotu i z gory.

Definicja: Jezeli niepusty zbiér Z CR jest ograniczony z gory, to kresem gdérnym
zbioru Z nazywamy jego najmniejsze ograniczenie gorne i stosujemy oznaczenie sup /.
Istnienie takiego najmniejszego ograniczenia wynika z zasady ciagtosci Dedekinda. Jezeli
zbiér Z jest nieograniczony z gory, przyjmujemy sup/Z =+oco. Ponadto przyjmujemy
sup() = —oo. Analogicznie okreslamy kres dolny zbioru, oznaczany przez inf Z.

Whniosek: Jezeli niepusty zbior Z C R jest ograniczony z gory, to liczba G jest jego
kresem gérnym wtedy i tylko wtedy, gdy

vV <G
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oraz

vV 3 r>G-—=¢.

e>0 zeZ
Zadania.

Wyznaczy¢ kres gorny i dolny nastepujacych zbioréw. Zbadaé, czy podane zbiory

zawierajg swoje kresy:
n

37
191. {xeR: x2<2} 192. {': nEN}
mn.

1
193. {—n: m,neN} 194. {xER: $4>5}

m n+
m?+n? mnk
195. :mneN, m<n 196. { ———————: m,n,kEN
2mn m3+n3+ k3

Niech A i B beda niepustymi ograniczonymi zbiorami liczb rzeczywistych.
Niech a; =infA , as =supA , by =infB , by = supB. Co mozna powiedzie¢ o nastepujacych

kresach:
197. inf{—a: a€ A} 198. sup{a®: a€ A} 199. inf{a*: a€ A}
200. sup{a—b: a€ A, be B} 201. sup{ab: ac A, be B}

202. inf{ab: a€ A, be B}

203. Zbiory A i B sg niepuste i ograniczone. Zbior B jest skonczony i wszystkie jego
elementy s rézne od 0. Czy zbiér {§: a€ A, b€ B} musi by¢ ograniczony? Odpowiedz

uzasadnié.

204. A jest takim niepustym zbiorem ograniczonym liczb rzeczywistych, ze
infA = —3, supA =2. Jakie wartosci moga przyjmowaé kresy zbioru {|a|: a€ A} ? Od-

powiedz uzasadni¢ przyktadem lub dowodem.

205. Podac przyktad takich zbiorow A, B, ze infA =2, supA="7, infB =3, supB = 10,
inf(ANB) =4, sup(ANB)=6, ANN=BNN=1.

Niepotrzebne skreslié.

W kazdej parze ramek tylko jedna zawiera sensowne uzupelnienie tekstu matematycznego.

TWIERDZENIE 206. Niech A i B beda niepustymi zbiorami ograniczonymi. Niech
C={a—b: ac ANbe B}. Wtedy infC = ’ian—supBIsupB —ian‘ )
Dowdd:
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Niech d=infA i g =supB. Wtedy z warunku d =infA wynika, ze

(1) V| 3 lla<dla>d

a€AlacEA
oraz
(2) v[3|[v]3|[la<d+e[a>d—¢].
e>0]e>0] [acA]acA

Podobnie z warunku g =supB wynika

(3) V|3 ||b<glb>g

beB|beB
oraz
(4) v[3|[v]3]|b<gtelb>g—g].
e>0]e>0] |beB|beB

Chcemy wykazac, ze infC' = e, gdzie e : , czyli, ze

(5) V|3 |le<elc=e

ceClceC
oraz
(6) VI3l v]3]le<ete|e>e—e].
e>0]e>0] [ceC|ceC

(W dowodzie warunku (5) skorzystamy z (1) i (3).]

|Zakladajac (5) wykazemy prawdziwos¢ warunkow (1) i (3).]

’Dowolnallstnieje‘ liczba ce C postaci c=a—0b, gdzie a€ A i beB. 7Z
nierownosci ’a < d|a > d‘ i ’b < glb > g‘ otrzymujemy
la—b< , co dowodzi (5).

| Zalozmy|Wykazemy | teraz prawdziwos¢ warunku (6).

’Niech ¢ bedzie dowolna liczba dodatnia. Wtedy‘

\Znajdziemy taka liczbe dodatnig e, dla ktérej\

istnieje a € A takie, ze ’a>d—5|a<d+§‘ oraz b€ B takie, ze

’b < g+€|b > g—£|. Zatem liczba ¢ =a — b spelnia nierownosé
lc<etelc>

, co koniczy dow6d warunku (6).

Wyznaczy¢ kres gorny i dolny nastepujacych zbioréw. Zbadaé, czy podane zbiory

zawierajg swoje kresy:

207. {2%: x€(-4,9)} 208. { nEN}

n
2n+3°

{ nEN} 210.{(009> nENAN< 2009}
211. { n mnEN} 212. {(i ) nEN}
A{vnen

209.

n+m

n2+n—n: nEN} { V3— V2. mneN}
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215. {Z—?;m: m,nEN} 216. {W m,nEN}

217. {M: m,nEN} 218. {W: m,neN}
mn mn

219. {(\/ﬁ—5)": neN}  220. {(ﬁ—@‘)": neN}

221. {(ﬁ—?)”; neN} 222. {(ﬁ—és)": neN}

mn

223, { —m——
{m2+n2+1

Dm,n € N}
Konwersatorium

Przeczytaj ponizsze warunki. Ktére z nich sa réwnowazne temu, ze g =supA ?

224. (v a<g>/\(v 3 a<g—|—a>

a€EA e>0a€A
225. ( Y a<g>/\(‘v’ 3 la—g| <5)
a€A e>0acA
226. ( Y a<g>/\(v 3 a>g—2€>
acA e>0acA
227. <g A >g—=
(agAa g) (Eiﬂagfla g 2)
228. (v a<g>/\< v 3 a>g—}1>
acA neNacA
229. ( v a<g>/\< = nz(g—a)<rll>
acA neNaeA
230. <g|A —g9)%<
(ro<o)r(y, 3007
231. <g A —g)%<
(a<o)r (¥, 2001 <
232. (v a<g>/\(v = CL>6>
a€A e<gacA
233. (v a<g)/\(v 3 a>g—6>
a€A e<gacA
234.(Va<g>/\( Y E|a>g—5>
acA 0<e<lacA
235. (v a<g>/\(v 3 a}g—a)
acA e>0acA
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/\<V E|a>g—8>
e2>0a€A
> —_
aiOagAa g 6)
238.
Va<g>/\(v 3b>9;“)
a€A a€AbcA
3a2>0>/\(Va<g)/\(v E|b>g;a)
acA acA a€EAbeA

3 a<g>/\(v 3 a>g—5>

e>0acA

240.
241.

(
(
(
239. ( 3 a<y
(
(

Szeregi liczbowe.

Cwiczenia 6.12.2010: zad. 241-267 Kolokwium nr 8, 7.12.2010: materiat z zad. 1-267
Cwiczenia 13.12.2010: zad. 268-288 Kolokwium nr 9, 14.12.2010: material z zad. 1-332

Obliczy¢ S, = Zak, a nastepnie znalez¢ nlinOlOSn :

k=1
1 ok 4 5k
242. Q. = % 243. Qjp = W
127
244. Dowies¢, ze 4< > —
n=1

<1
245. Dowies¢, ze szereg E ~ jest zbiezny, a jego suma jest mniejsza od 2.
n=1

—2n—1
Rozstrzygnac, czy nastepujace szeregi sa zbiezne
1+n > 2:-5-8-...-(3n—1)
248. 249.
Z Z 11-5-9-...-(4n—3)

> 5n?—1 > 1
250.
T;n3+6n2+8n+47 2_: —1).22n-1
252. 253. —_—
Z\/ Z n+1) n+4)

> 1 > n? > (2n—1)N > n
255. —F——  256. —  257. —F—7— 258. "
7;(2n+1)! ,;3" 2 3n-nl ;(2n+1)

n=1

> 1

259. Z— 260. /2L 261, 30
- 1)v/n+1 —Von —n
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262. — 263. — 264.
;2”_1 ;n4 Z\/nQ—i-n n

>, 1000" >, 3" 2 i+
265. Z 266. 227 267. Z:ln“re

Ktoére z nastepujacych szeregdéw sa bezwzglednie zbiezne, ktére warunkowo zbiezne, a

ktoére rozbiezne:

( 1)n+1 n+1 ( 1)n+1
268. — 269. 270. -_—
nz:l om—1 nZ:l 23" Z (2n—1)3
[e%) n+1 1 [e'e] 1 210"
271. Z "TLoara Y 273. Z )2"
= n=1 (n+4)(n+9) n=1 3
274 1 141—s—tp ot L L] L (krazy)
1 4] _-_=Z U Ny [P B raz
2 277373 3 Kk K Y
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
275, l—14+-———— 4 - - _-_ = . T e— k
TTITIT3 Ty Ty o TR e R g o (Frazy )
00 (_1)n+1n3 00 (_1)n 00 (_1>n+12n
276. - 277 278
nz::l 2n nz::?n—\/ﬁ nz::l n!
> 9" 417 nl+1 < (=)™ < p+2
279. 280. 281. —— 282 n
nz::l 3n nz:l n! 7;@4—3)1/4 —n n+1)

283. 5 T (1 ) ogy Z 285. ioj;
= vn Vn = 1n\/4"+3” n+5y/n+27

2n
S " 0 —1)" %)
286. ) (n') 287. ) <n1/l 288. Y (Vn+2—van)(-1)"
n=1 : n=1 n=1
Kryteria zbieznosci szeregow - co kazdy student wiedzie¢ po-
winien.

1. WARUNEK KONIECZNY ZBIEZNOSCI.

Jezeli szereg Zan jest zbiezny, to 711131010 a, =0.
n=1
Innymi stowy, jezeli ciag (a,) jest rozbiezny lub zbiezny do granicy réznej od zera, to

szereg > a, jest rozbiezny.

n=1

2. ZBIEZNOSC SZEREGU NIE ZALEZY OD POMINIECIA LUB ZMIANY SKONCZENIE
WIELU POCZATKOWYCH WYRAZOW.

Oczywiscie zmiana lub pominigcie tych wyrazéw ma wptyw na sume szeregu zbiezne-

go.
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3. KRYTERIUM POROWNANWCZE.
Niech Zan i Z b, beda szeregami o wyrazach nieujemnych, przy czym dla kazdego

n=1 n=1

neN zachod21 nieré6wnos¢ a,, < b,,.

Jezeli Zan 00, to Zb = 0.

n 1

Jezeli Zb <00, to Zan<oo

n=1
4. KILKA SZEREGOW.
> ¢" jest zbiezny dla |g| < 1, rozbiezny dla pozostatych g.
n=1

> n® jest zbiezny dla a < —1, rozbiezny dla pozostatych a.

n=1

§ — an jest zbiezny dla a > 1, rozbiezny dla pozostatych a. Logarytm ma dowolng
=2
podstaWQ wieksza od 1.

5. KRYTERIUM D’ALEMBERTA.

Jezeli (a,,) jest ciagiem o wyrazach niezerowych oraz istnieje granica
An+1

e A
to szereg Z a, jest zbiezny.
Jezeli 1stnleJe granica
a
lim | =¢>1,
n—oo| q,

o0
to szereg Y a, jest rozbiezny.
n=1

6. ZBIEZNOSC BEZWZGLEDNA.

e 00
Jezeli Y |an| < 0o, to szereg 3 a, jest zbiezny.
n=1

n=1
7. SZEREGI NAPRZEMIENNE.
Jezeli (ay,,) jest ciagiem nierosnacym zbieznym do 0, to szereg
o0
S an(—1)""1 jest zbiezny.
n=1

Konwersatorium

Czy istnieje ciag (a,) taki, ze (podaé przyktad lub dowiesé, ze nie istnieje) :

1 o)
289. a, > — dla nieskonczenie wielu n, V a, >0, szereg Zan jest zbiezny.
n neN n=1

1
290. a, = on dla nieskonczenie wielu n, E a, =10 .
n=1
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1
291. V a,2=-—
neN n n=1

292. VY a,€7Z, a,=n dlan<100, szereg Zan jest zbiezny.
n=1

neN
oo
293. a, =1 dla nieskonczenie wielu n, szereg Zan jest zbiezny.
n=1

294. Szereg Zan jest zbiezny, szeregi Zagn,l i Za2n sg rozbiezne.

n=1 n=1 n=1

295. Szereg Zan jest rozbiezny, szereg Z(agn_1+a2n) jest zbiezny.

n=1 n=1

296. Szereg Zan jest rozbiezny, szereg Z(a2n_1 +as,) jest zbiezny, 7}1_{120 a,=0.

n=1 n=1

oo o0

297. Szereg » _a,, jest rozbiezny, szereg Y (aon +agni1 + aonyo+ ...+ agn+1_1) jest zbiez-
n=1 n=0

ny, nlglgo a,=0".

o0 [e.9]

298. Szeregi > (agn—1+as,) i a1+ > (az,+az,11) sa zbiezne, ale majg rézne sumy.

n=1 n=1

299. Szereg Zan jest zbiezny, szereg Zai jest rozbiezny.

n=1 n=1

300. Szereg Zan jest rozbiezny, szereg Zai jest zbiezny.

n=1 n=1

301. Szereg § a, jest zbiezny, a jego suma jest rowna S. Czy stad wynika, ze zbiezny
n=1
jest ciag (ay), jezeli
a) S=0 b) 0<S<1 c) S=1 d) S>1

[e.°]
302. Czy mozemy stwierdzi¢, ze szereg > a, jest rozbiezny, jezeli wiemy, ze
n=1

@) Jma =y b) lma—g o) m T =y d) T
303. Podac¢ sume szeregu, jezeli szereg jest zbiezny.

il b il d A7
YV S ) 2 oy ) L )&

304. Zbada¢ zbieznos¢ szeregu
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w zaleznosci od parametru rzeczywistego dodatniego a. Dla jednej wartosci a mozna nie

udzieli¢ odpowiedzi.

305. Zbada¢ zbieznos¢ szeregu

n

=

— (—n)
n;l(n—l—Q

306. Zbada¢ zbieznos¢ szeregu
Sy
n=1 (n+2)n+2 .

Obliczy¢ sume szeregu

> 2n+1)-(=1)" © n
307. n;( n(n)+(1) ) 308. ;(RH)!

Wyznaczy¢ kresy zbioréw

309. {i(—é)n NeN} 310. {i <—;>n: M,NEN/\M<N}

n=1 n=M

311. { (—1> : MEN}
n=M 2

Zadania do samodzielnej powtorki.

Jesli uda sie wygospodarowac troche czasu, watpliwosci zwiazane z tymi zadaniami
moga by¢ wyjasnione na konwersatorium lub ¢wiczeniach.

Zawsze mozna tez skorzystac¢ z konsultacji.

312. Obliczy¢ wartos¢ granicy
2n+2 +n22
lim —(——
n—00 4 /4n+4 +TL4444

lub uzasadnié¢, ze granica nie istnieje.

313. Obliczy¢ granice

2
lim <n3-\/n2+1—n4—n> )

n—oo 2

314. Obliczy¢ granice

i \/8n2—1—1_|_\/87”L2+2_'_\/8712—1-3_'_\/8712—1-4+ +\/8n2+3n

im it —.
Vont4+1 V2nti4+2 V/2nt43  V/2ni+44 V2nt+3n

n—oo
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315. W kazdym z zadan 315.1-315.13 podaj kresy zbioru oraz okresl, czy kresy
naleza do zbioru.

Kres moze by¢ liczbg rzeczywistg lub moze byé¢ rowny —oo albo +oc.

315.1. A={a?: z€(-3,2)}

Czy kres dolny nalezy do zbioru A .......... Czy kres gérny nalezy do zbioru A ..........

315.2. B={z*: z€(-3,2)}

Czy kres dolny nalezy do zbioru B .......... Czy kres gérny nalezy do zbioru B ..........

315.3. C:{ :nGN} N={1,2,3,4,5,...}

on—13

INfC = . SUPC = oo
Czy kres dolny nalezy do zbioru C' .......... Czy kres gérny nalezy do zbioru C' ..........
315.4. D= {% nEN}
n
infD= ... SUPD = oo
Czy kres dolny nalezy do zbioru D .......... Czy kres gorny nalezy do zbioru D ..........

315.5. £ — {n2—5n: neN}

Czy kres dolny nalezy do zbioru £ .......... Czy kres gérny nalezy do zbioru E ..........
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315.6. F = {1ng|n nGN}
INfF = SUPE = oo
Czy kres dolny nalezy do zbioru F .......... Czy kres gérny nalezy do zbioru F' ..........
57 6= {(-1) " ner]
INfG = .. SUPG = oottt
Czy kres dolny nalezy do zbioru G .......... Czy kres gérny nalezy do zbioru G ..........
315.8. H= {n—ll—l_m:—Q: m,nEN}
INFH = o SUPH = oo,
Czy kres dolny nalezy do zbioru H .......... Czy kres gérny nalezy do zbioru H ..........
315.9. I = {7: :m,n €N A 2m? < 3n2}
Infl = SUPL = i
Czy kres dolny nalezy do zbioru I .......... Czy kres gérny nalezy do zbioru [ ..........
315.10. J = {7: L mneN A 2" >3"}
INfJ = SUPS = e
Czy kres dolny nalezy do zbioru J .......... Czy kres gérny nalezy do zbioru J ..........
315.11. K — {an : m,neN}
m?2+9n?
INFA = SUPH = oo
Czy kres dolny nalezy do zbioru K .......... Czy kres gérny nalezy do zbioru K ..........

! 2009 1
315.12. L — {7n+n+n+ ‘1 EN}

nl4+n2009 44"

Czy kres dolny nalezy do zbioru L .......... Czy kres gérny nalezy do zbioru L ..........

m+n

315.13. M:{ :m,n,pEN/\m2>2p2/\n2>3p2}
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316. Rozstrzygnaé zbieznos¢ szeregu

Z(\/n3+64—\/n3+1) )

n=1

317. Rozstrzygnaé zbieznosé¢ szeregu
i Int—7n3+1
19n5 —13n2+1"

n=1

318. Rozstrzygnac zbieznosé szeregu
i Int —Tn3+1
19n8 —13n2+1"

n=1

319. Rozstrzygnac zbieznosé szeregu

0o <3n> nl.a”
>
n=1

w zaleznosci od parametru rzeczywistego dodatniego a. Dla jednej wartosci a mozna nie

n?’L

udzieli¢ odpowiedzi.

320. a) Udowodni¢ zbieznosé¢ szeregu

b) Obliczy¢ jego sume.

321. Obliczy¢ granice

n 2 _
}%Zv"gﬁw
k=1

322. Rozstrzygnaé zbieznosé szeregu
00 (,n!)2009

2
o0
323. Podac¢ przyktad takiego szeregu zbieznego Y a, o wyrazach dodatnich, ze
n=1
oo (0.)
San=Y .
n=1 n=1
Uzasadni¢ poprawnosé¢ podanego przyktadu.

324. a) Rozstrzygnaé zbieznos$¢ szeregu
nz::1 nt+n2+1

w zaleznosci od parametru rzeczywistego dodatniego p.
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b) Obliczy¢ sume szeregu w podpunkcie a) dla jednej sposrod tych wartosci para-

metru p, dla ktorych szereg jest zbiezny.

325. W kazdym z ponizszych zdan w miejscu kropek postaw jedna z liter Z, R, N:
Z - jest Zbiezny (tzn. musi by¢ zbiezny)

R - jest Rozbiezny (tzn. musi by¢ rozbiezny)

N - moze by¢ zbiezny lub rozbiezny (tzn. Nie wiadomo, czasem jest zbiezny, a czasem

rozbiezny)

(e8] o0
a) Jezeli szereg > a, jest zbiezny, to szereg Y |an| «oovveeen...
n=1 n=1

[e.e] [e.e)
b) Jezeli szereg Y- a, jest rozbiezny, to szereg > |ap| cvoon.....
n=1 n=1

c) Jezeli szereg > ay, jest zbiezny, to szereg . (—1)"ap wovveeenn..
n=1 n=1

d) Jezeli szereg Y- a, jest rozbiezny, to szereg > (—1)"ay «cooven...
n=1 n=1

[e.e) o0
e) Jezeli szereg Y- a, jest zbiezny, to szereg > agp .veeve.....
n=1 n=1

[e.°] o0
f) Jezeli szereg > a, jest rozbiezny, to szereg > agy «ooev......
n=1 n=1

g) Jezeli szereg 3 a,, jest zbiezny, to szereg Y. (1—a;) ..occ.o.....
n=1 n=1

h) Jezeli szereg 3 a,, jest rozbiezny, to szereg > (1—a?2) ..ccoc.....
n=1 n=1

i) Jezeli szereg Y- a, jest zbiezny, to szereg > (1+a2) ............
n=1 n=1

j) Jezeli szereg Y- a, jest rozbiezny, to szereg Y. (1+a2) ............
n=1 n=1
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326. Podac¢ przyktad takiego szeregu zbieznego § a, o wyrazach dodatnich, ze
n=1

Zan:5 oraz 23—2:2
n=1

n=1

Uzasadni¢ poprawno$é¢ podanego przyktadu.

327. Dane sg takie ciagi (a,) i (by), ze
Y VY |a,+5|<e oraz VoY b3 <e.

>0 n>20/e e>0 n>30/e
Niech ¢, =a,, —2b,. Wskaza¢ odpowiednig liczbe rzeczywista r oraz liczbe naturalng P
i udowodnic, ze
A n;é/a":"”' <e.
328. Podac¢ przyktad takiego szeregu zbieznego § a, o wyrazach dodatnich, ze
dla dowolnej liczby naturalnej k£ zachodzi réwnosé i

()
ak:2z Qp, .

n=k+1
Uzasadni¢ poprawnosé¢ podanego przyktadu.

329. Obliczy¢ granice

1 1 1 1 1 1
lim + + + + R e B
=00 (\/n2 Vn2+1 Vn2+2 Vn?+3  Vn?+4 (n+1)2)
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330. W kazdym z zadan 330.1-330.5 podaj kresy zbioru oraz okredl, czy kresy naleza
do zbioru.).

Kres moze by¢ liczbg rzeczywistg lub moze byé¢ rowny —oo albo +oc.

1 1
330.1. A:{ tm, N} N={1,2,3,4,5,...
3n—2 am—3 "€ { J
INfA = SUDPA = oo
Czy kres dolny nalezy do zbioru A .......... Czy kres gérny nalezy do zbioru A ..........

330.2. B={logy(n+7)—log,n: neN}

Czy kres dolny nalezy do zbioru B .......... Czy kres gérny nalezy do zbioru B ..........

12
330.3. C' = { (;‘z : nGN}

InfC = . SUPC = 1o
Czy kres dolny nalezy do zbioru C' .......... Czy kres gérny nalezy do zbioru C' ..........
m+n
3304. D=¢——:m,neN
{ Jmn " }

INfD = .., SUPD = oo

Czy kres dolny nalezy do zbioru D .......... Czy kres gérny nalezy do zbioru D ..........
330.5. E= {f;f; ‘n GN}

INFE = SUPE = oo

Czy kres dolny nalezy do zbioru £ .......... Czy kres gérny nalezy do zbioru E ..........
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331. W kazdym z zadan 331.1-331.5 podaj kresy zbioru oraz okredl, czy kresy naleza
do zbioru.

Kres moze by¢ liczbg rzeczywistg lub moze byé¢ rowny —oo albo +oc.

331.1. A:{ :nEN} N={1,2,3,4,5,...}

n?—22

INfA= . SUPA = e

Czy kres dolny nalezy do zbioru A .......... Czy kres gérny nalezy do zbioru A ..........
331.2. B= {2211 : neN}

INfB = SUPB = oo

Czy kres dolny nalezy do zbioru B .......... Czy kres gérny nalezy do zbioru B ..........
331.3. C= {321; : nEN}

INfC = .. SUPC = oot

Czy kres dolny nalezy do zbioru C' .......... Czy kres gérny nalezy do zbioru C' ..........

3314. D={zx—2y: x,yeR A 16 <x <28 A 3<y<4}

Czy kres dolny nalezy do zbioru D .......... Czy kres gérny nalezy do zbioru D ..........

331.5. E={lz—y|: 2,y eR A 16 <2 <28 A 3<y<4}

Czy kres dolny nalezy do zbioru £ .......... Czy kres gérny nalezy do zbioru E ..........
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332. Podaj wartosci granic.

a) lim (nj—l) = e

b) lim (”) —
2%\ 2010

. n
c) lim () = e
n—oo\2010n+1

n 2010
ot ()"
n—oo \ 1+ 2010

n 2010
£ lim (o) = e
n—oo\ 2010n+1

n n
li — ) =
g) Jim ()

n
j) lim (—— = s
) nioo(nﬂ)
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