Jarostaw Wroblewsks Analiza Matematyczna A1, zima 2010/11

Liczby rzeczywiste, liczby wymierne i niewymierne.

Wyktlad: zad. 40-42 Konwersatorium 14.10.2010: zad. 57-58
Cwiczenia 18.10.2010: zad. 49-56 Kolokwium nr 2, 19.10.2010: materiat z zad. 1-58

40. Dowies¢, ze nie istnieje liczba wymierna dodatnia, ktorej kwadrat jest rowny 2.

41. Czy liczba 0,(9) =0,999999... jest wymierna czy niewymierna?

42. Niech
r=14+34+9+27+81+243+...
Woéowezas
z=1+3-14+3-3+3-94+3-274+3-81+3-243+...=
=143 (14+34+9+27+81+243+...) =143z,
skad x=—1/2.

Jak to mozliwe, ze suma liczb catkowitych dodatnich jest ujemna i niecatkowita?

Zadania 43-47 to proste zadanka rachunkowe. Na ¢wiczeniach prawdopodobnie wy-
starczy tylko poréwnaé¢ wyniki.

43. Przedstawié¢ liczbe 0,123(45) w postaci utamka zwyktego.

44. Przedstawié¢ liczbe 0,1(270) w postaci utamka zwyktego.
Obliczy¢ podajac wynik w postaci utamka zwyktego

45. 1/0,(4) + §/3,374(9)

46. (0,2(9)+1,(09))-12,(2)

47. (0,(037))%)

Przyktad 48. Dowies¢, ze liczba log,3 jest niewymierna.

Rozwigzanie:
Przeprowadzimy dowdd nie wprost. Zatézmy, ze liczba log,3 jest wymierna i niech m/n
bedzie jej przedstawieniem w postaci ilorazu liczb naturalnych (zauwazmy, ze jest to
liczba dodatnia). Wowczas otrzymujemy kolejno

m
logy3 = —
0gs n
om/n —3
2m =3".

Ta ostatnia rownos¢ nie jest jednak mozliwa, gdyz liczba 2™ jest parzysta, a liczba 3"
nieparzysta. Otrzymana sprzecznosé¢ dowodzi, ze liczba log,3 nie jest liczbg wymierna.

49. Dowies¢, ze liczba log;518 jest niewymierna.

50. Dowies¢, ze liczba /15 jest niewymierna.
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51. Dowiesé, ze liczba v/2+1/3 jest niewymierna.
52. Dowies¢, ze liczba /log,25 jest niewymierna.
53. Dowiesc¢, ze liczba 2+ 3 jest niewymierna.

54. Rozstrzygnaé, czy liczba log,3+1log,b jest wymierna, czy niewymierna.
55. Dowiesé, ze liczba \/v/7— /5 jest niewymierna.

OszusTwo  56.
ZADANIE: Dowieéé, ze liczba /3 — /8 — /2 jest niewymierna.

Rozwigzanie I:
Liczba —+/2 jest niewymierna. Takze liczba /3 — /8 jest niewymierna, bo gdyby byta
wymierna, to jej kwadrat 3—+/8 tez bylby liczbg wymierna, a nie jest. Zatem liczba

3—1/8—+/2 jest niewymierna jako suma liczb niewymiernych.
Rozwigzanie II:

Przeprowadzimy dowéd nie wprost. Zalézmy, ze liczba \/3 — /8 —v/2 jest wymierna

i oznaczmy ja przez w. Wtedy
w:\/3—\/§—\/§
w+v2=13-v8

w? +2V2w+2=3-2v2
2V2(w+1)+ (w—1)(w+1) =0
Dzielac ostatnig rownosé przez w+ 1 otrzymujemy
2V2+w—1=0,
co stanowi sprzecznos¢ z zatozeniem wymiernosci liczby w, gdyz lewa strona réwnosci

jest liczba niewymierna i nie moze by¢ réwna 0.
Czy powyzsze rozwigzania sg poprawne?

57. Dowies¢, ze nie istnieje liczba wymierna ¢ spetniajaca réwnosé
q*=5.

58. Chcemy zlokalizowa¢ potozenie wzgledem liczb wymiernych, liczby rzeczywiste;j
q > 1 speliajacej rownanie z poprzedniego zadania. Dla dowolnej liczby wymiernej po-
staci m/n, gdzie m jest liczba catkowita, a n liczba naturalna, zapisa¢ warunki m/n < q
oraz m/n > q uzywajac tylko liczb m, n, dziatai na liczbach catkowitych, znakéw nie-
rownosci i ewentualnie symboli logicznych.

Wykorzystaé te warunki do poréwnania liczby ¢ z liczbami 5/2 oraz 25/12 (bez uzycia
kalkulatora, korzystajac z nieréwnosci typu: 25 < 27, 125 < 128).
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Nierownosci.

Cwiczenia 25.10,8.11.2010: zad. 82-111 Kol. nr 3, 26.10.2010: material z zad. 1-65, 82-96
Konwersatorium 21,28.10,4,11.2010: zad. 112-116 Kol. nr 4,5, 9,16.11.2010: mat. z zad. 1-127

Przyklady z wykladow

59. Dla liczby wymiernej dodatniej ¢ =m/n, gdzie m,n € N, zapisa¢ warunek
log,3 < q. Wykorzystaé tez warunek do poréwnania log,3 z liczbami 3/2, 5/3 oraz 8/5.

60. Oszacowac liczbe 1000! od gory i dotu przez potegi dziesiatki.

61. Oszacowa¢ od géry i dotu wyrazenie
Vn+l+vn+24+vn+3+...+vV9n.

62. Dowies¢, ze dla dowolnej liczby naturalnej n> ............ zachodzi nier6wnos¢
n?<2".
W miejsce kropek wstawié liczbe, dla ktérej udaje sie tatwo zredagowaé dowdd.

63. To samo dla nieréwnosci
nt<<om.

64. To samo dla nieréwnosci
n® <",

Zastanéwi¢ sie nad modyfikacja dowodu tak, aby zmniejszy¢ liczbe wpisana w miejsce
kropek.

65. Wskazac liczbe naturalng n > 1 spelniajacg nieréwnosé

nlOOO <o

Oszacowaé podane wyrazenia od gory i od dotu (n € N) przez wyrazenia rézniace sie
staltym czynnikiem dodatnim (o ile nie podano inaczej)

nt*4+2nd+n+7 5n®—2n+3 nyv/n+4+5
66. 67. ——m———  ——
Ant+n?+15 6n3 —4n2+1 vnd3+4+41
2" +10n? V2 4+14+vVn24+24Vn2+3+...+V2n2 n!
69. ———— 70. 71T, —
2n 4ni 2n-+5 n!+ 107
79 nd+5n+4 3 vVn'+9+6
T o3 —n247 L Ynt+15+8
4 Vn+1l+vn+2+v/n+3+...4+/64n
° 3 3 3 3
Vn+1+Vn+2+Vn+3+...+V64n
75. .CEQL—I—l (tylko od gory, = € R)
6x” —5x°+7
76, ———————
507 —2zir3 @ €0 F00))
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5 4 1
77. 27;15—:7113‘—:5 (szacowanie postaci g+C/n)
WL
"n+1l n+2 n+3 T 2n
79. 1 4 " 4 R (szacowanie postaci g+ C'/n)

n2+1 n2+2 n2+3+“ n2+n
VLD
vn+1

81. Oszacowaé {/n.

80.

(szacowanie postaci g+C/n)

82. Ktora z liczb jest wigksza
a) 21000! czy 999999! ?
b) 26% czy 10! 7
c) 26% czy 123% 2

2009 i—1 .
d) H H (%_%) czy 101000000 o
=2 j=1

b

Uwaga: Zgodnie z obowigzujaca konwencja, w napisie typu a®* potegowanie wykonuje

sie od gory, tzn.

o =a®).
83. Uprosci¢ wyrazenie
37 ) .
(32n _ 22777.) . H <32n+z +22m+z> ’
=0
gdzie
k
Hai =0a; - Aj41°Aj42...05 .
i=j

84. Niech a = v/2. Ktéra z liczb jest wicksza

a® czy 1010 2
Pomoc dla os6b dostajacych oczoplasu: liczba a wystepuje w pierwszym wyrazeniu
16 razy.

85. Niech a = /2. Ktora z liczb jest wieksza
a*%° czy 256* 7
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86. Uporzadkowa¢ nastepujace liczby w kolejnosci rosnace;j

0= (5 _ \/§>2008

41000

87. Ktoéra z liczb jest wicksza 2221001 czy 10002 ?

9 9/4
88. Ktoéra z liczb jest wieksza (4) czy 6 7

W rozwiazaniu wolno korzystac¢ z wlasnosci potegowania, wolno wykonywac obliczenia
na liczbach naturalnych mmniejszych od 100 oraz wolno wykorzystaé¢ réwnoéci 2 = 2048
i 37=2187.

89. Ktora z liczb jest wigksza V10 czy 1,257
W rozwigzaniu wolno korzysta¢ z wtasnosci potegowania oraz wolno wykonywac ob-
liczenia na liczbach naturalnych mniejszych od 200.

90. Ktora z liczb jest wicksza V45 czy 1,08 7

W rozwiazaniu wolno korzysta¢ z wlasnosci potegowania, wolno wykonywaé obli-
czenia na liczbach naturalnych mniejszych od 200 oraz wolno wykorzysta¢ réwnosci
319 =1162261467 i 5 =1220703125.

91. Ktora z liczb jest wicksza 4513 czy 272 ?
W rozwigzaniu wolno korzysta¢ z wtasnosci potegowania oraz wolno wykonywac ob-
liczenia na liczbach naturalnych mniejszych od 300.

92. Wskazac taka liczbe naturalng n, ze

nlOOOOOO +1< on

93. Dowies¢, ze dla dowolnej liczby naturalnej n> ............ zachodzi nierownos¢
n3?<2m .
W miejsce kropek wstaw dowolng liczbe, dla ktérej umiesz przeprowadzi¢ dowod.

Nastepnie zastanow sie nad modyfikacja dowodu tak, aby zmniejszy¢ liczbe wpisang
w miejsce kropek.

Wskazujac odpowiednig liczbe catkowitg k udowodnié nieréwnosci 10F < L < 10,
94. L=3972%7 95, L =257 96. L ="700!
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Wskazujac odpowiednie liczby wymierne dodatnie C'; D udowodnié, ze dla dowolnej
liczby naturalnej n zachodza nieréwnosci C' < W (n) < D.

n*+16n+3 13n2—=10n+3 vVn+7+3
97. W(n)=—"—""12 98, W(n)= 99. W(n)=Y—_-"°
(n) == i ()= e 71 (===
70 46N 2
100. W(n)zmimign 101. W(n)=vn2+n-n 102. W(n)=Vn3+n2—n

Wskazujac odpowiednie liczby wymierne dodatnie C', D oraz liczbe rzeczywista k
udowodni¢, ze dla dowolnej liczby naturalnej n zachodza nieréwnosci

C-n*<W(n)<D-n"*.

n"+10n3+3 5n® —nt+3 nS+2nt+1
103. W(n)=——— 2 104. W(n)=——— 2> 105. W(n)=— o —
Q n*+37 () 5010 _ 4 (n) Jnt2
106. W(n) =220 qo7. win) = T 108, W(n) n

4242 T Ui+l T U141

Wskazujac odpowiednig liczbe wymierna dodatnia C' udowodnié, ze dla dowolnej licz-
by naturalnej n zachodza nierownosci

1—€<W(n)<1+€.
n n

n?>+2n+3 3n?—2n+3 Van2+1
109. W(n)= =22 410, Wn)= 2 202 11 wn) = Y T
() n2+Tn+2 (n) 3nZ2+Tn—2 () 2n+1

Wskazujac odpowiednie liczby wymierne dodatnie C, g udowodnié, ze dla dowolnej
liczby naturalnej n zachodzg nieréwnosci

C C
g——<W(n)<g+—.
n n

2n?2+2n+3 4n% —92n+3 Van2+1
112. Win) = L2070 98 Win) = - — T 414, W(n) = YT
(") =3 e (") = 57 —2 ()=

115. W(n)=vn2+n—n 116. W(n)=Vnd+n2—n

Lista 2 - 10 - Strony 5-1/



Jarostaw Wroblewsks Analiza Matematyczna A1, zima 2010/11

Zadania do samodzielnej powtorki.

Jesli uda sie wygospodarowac¢ troche czasu, watpliwosci zwigzane z tymi zadaniami
moga by¢ wyjasnione na konwersatorium lub ¢wiczeniach.
Zawsze mozna tez skorzystac¢ z konsultacji.

117. Dobraé¢ odpowiednig liczbe wymierng dodatniag C' i udowodnié, ze dla dowolnej
liczby naturalnej n zachodza nieréwnosci

N a s N
D= BNV

118. Dobra¢ odpowiednig liczbe wymierng dodatnia C' i udowodni¢, ze dla dowolnej
liczby naturalnej n zachodza nieréwnosci

_ VOn+40— I+ 16
S VAn+45—An+5

2C.

<5C.

119. Dowies¢, ze dla dowolnej liczby naturalnej n zachodzi rownosé

1 1 1 1 1 1 n

PR TR R R R T A b e

120. Dowies¢, ze dla dowolnej liczby naturalnej n zachodzi nieréwnosé
4 4
16”-( ") <27"-< ") .
2n n
121. Niech

G(1)=1, G(2)=6, G(3)=5H, oraz G(n+3)=3-G(n+1)+2-G(n) dla n=1,2,3,...
Dowies¢, ze wowcezas dla dowolnej liczby naturalnej n zachodzi réwnosé
Gn)=2"4+n-(-1)".
122. Dowies¢, ze liczba logy,50 jest niewymierna.

123. Dowies¢, ze dla dowolnej liczby naturalnej n zachodzi nieréwnosé
8n<2"4+16.

124. Udowodnié¢ nierdwnosé
7
<2"

dla wybranej przez siebie liczby naturalnej n> 1. (Nalezy wybraé jedna liczbe n spel-
niajaca nieréwnos¢ i dla tej liczby udowodnié nieréwnosé.)
Przypomnienie: Potegowanie wykonujemy od géry, tzn. a* = a*").
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125. W kazdym z czterech ponizszych zadan udziel czterech niezaleznych odpo-
wiedzi TAK/NIE.
Za kazde zadanie, w ktérym podasz cztery poprawne odpowiedzi, postaw sobie 1 punkt.
Za pozostate zadania nie otrzymujesz punktow.
Wyjatki:
Za udzielenie 15 poprawnych odpowiedzi postaw sobie 4 punkty.
Za udzielenie poprawnych odpowiedzi we wszystkich 16 podpunktach postaw sobie 5
punktow.

125.1 O zdaniu T'(n) wiadomo, ze prawdziwe jest T'(1), a ponadto dla kazdej liczby
naturalnej n zachodzi implikacja T'(n) = T'(n+4). Czy stad wynika, ze

a) T(2008) jest prawdziwe .......
b) 7'(2009) jest prawdziwe .......
c) T'(2013) jest falszywe .......

d) 7(2014) jest falszywe .......

125.2 O zdaniu T'(n) wiadomo, ze prawdziwe jest T'(1), a ponadto dla kazdej liczby
naturalnej n zachodzi implikacja T'(n) = T'(n+4). Czy stad wynika, ze prawdziwa jest
implikacja

a) T(80) = T(92) .......
b) T(81) = T(93) ......
c) T(96) = T(T6) ......
d) T(97) = T(77) .......

125.3 Czy prawdziwa jest nieréwnosc¢

999 999 999 999

0 (7)< () .. o (22) < (1) ...
999 999 999 999

o ()< (). o (7)< (1) ...

125.4 Czy prawdziwa jest rownosé

3 3
a) Y i=0 ... b) > 2=6 ...
i=1 i=1
3 3
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126. W kazdym z czterech ponizszych zadan udziel czterech niezaleznych odpo-
wiedzi TAK/NIE.
Za kazde zadanie, w ktérym podasz cztery poprawne odpowiedzi, postaw sobie 1 punkt.
Za pozostate zadania nie otrzymujesz punktow.
Wyjatki:
Za udzielenie 15 poprawnych odpowiedzi postaw sobie 4 punkty.
Za udzielenie poprawnych odpowiedzi we wszystkich 16 podpunktach postaw sobie 5
punktow.

126.1 O zdaniu T'(n) wiadomo, ze prawdziwe jest 7'(100), a ponadto dla kazdej liczby
naturalnej n > 5 zachodzi implikacja T'(n) = T'(n—5). Czy stad wynika, ze

a) T(85) jest prawdziwe .........cccocvevvveenenn.

b) T(93) jest prawdziwe ..........cccceeverernenn.

c) T(106) jest prawdziwe .........cccoceeveervnrnnn.

d) 7'(120) jest prawdziwe ........cccooceevurennnennn.

126.2 O zdaniu T'(n) wiadomo, ze prawdziwe jest 7°(100), a ponadto dla kazdej liczby

naturalnej n > 5 zachodzi implikacja T'(n) = T'(n—>5). Czy stad wynika, ze prawdziwa
jest implikacja

a) T(80)=T(95) weevoverrerreiiiiicins

b) T(130) = T(300) evrvveeeeererrereerenee.

€) T(166) = T(111) coovovovreereoererere

d) T(97) = T(TT) oo

126.3 O zdaniu T'(n) wiadomo, ze prawdziwe jest T'(1), a ponadto dla kazdej liczby
naturalnej n implikacja T'(2n—1) = T'(2n) jest falszywa. Czy stad wynika, ze

a) T'(5) jest prawdziwe .........cocevvviiinnnenn

b) T(6) jest prawdziwe .........ccccccevveenunnne

c) T(7) jest falszywe ....ccoovvvviiiinnnnnn.

d) T'(8) jest falszywe ....ccoovviiniiiniiin

126.4 O zdaniu T'(n) wiadomo, ze prawdziwe jest 7'(1), a ponadto dla kazdej liczby
naturalnej n implikacja T'(3n — 1) = T'(3n) jest falszywa. Czy stad wynika, ze

a) T'(7) jest prawdziwe ..........ccccooeeiennn

b) T'(8) jest prawdziwe .........ccccceeeieiiennn.

c) T'(9) jest falszywe ......coceviiiiiiins

d) 7'(10) jest falszywe ....ccccooovviiiiiniinn.
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127. Przy kazdym z ponizszych zdan w miejscu kropek postaw jedna z liter P, F, N:

P - jest Prawda (tzn. musi by¢ prawdziwe)

F - jest Falszem (tzn. musi by¢ falszywe)

N - moze by¢ prawdziwe lub fatszywe (tzn. Nie wiadomo, czasem bywa prawdziwe,
a czasem falszywe)

Podaj tylko odpowiedzi, bez uzasadnienia. Za podanie n poprawnych odpowiedzi przy-
znaj sobie max(0, n—5) punktow.

O zdaniu T'(n) wiadomo, ze T'(1) jest prawdziwe, 7'(100) jest falszywe, a ponadto dla
kazdej liczby naturalnej n zachodzi implikacja T'(n) = T'(n+10). Wowczas:

h) T(51) = T(60) ............

i) T(10) = T(11) coovo.......

j) T(10)=T(12) ............
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