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Indukcja matematyczna. Dwumian Newtona.

Wyktad: zad. 1-4 Konwersatorium 7.10.2010: zad. 37-39
Cwiczenia 5,11.10.2010: zad. 5-36 Kolokwium nr 1, 12.10.2010: material z zad. 1-39

1. Dowies¢, ze dla kazdej liczby naturalnej n zachodzi réwnosé

|4+ 440+164..4p2 = 20T DT
- .

2. Dowies¢, ze dla dowolnej liczby naturalnej n > 6 kwadrat (figure geometryczna)
mozna podzieli¢ na n kwadratow.

3. Dowiesé, ze dla kazdej liczby naturalnej n zachodzi nieréwnos¢

1000000n < 2™ 419000000 .

4. Dowies¢, ze dla dowolnej liczby naturalnej n oraz dowolnych liczb rzeczywistych
dodatnich aq,as,...,a, zachodzi nierownosé

a1+as+...+a
Yaqias...a, < ! 2 ”

n

5. Dowies¢, ze dla kazdej liczby naturalnej n zachodzi réwnosé
2n—1 _ 1
— 3"

142:34+3-3244-334+5.3'+ ... 4+n-3" 1= 1 1

6. Dowiesc, ze dla kazdej liczby naturalnej n zachodzi réwnosé
27 4+1)- (22 +1)- 2% +1)-2¥ +1)- (2% +1)-...- (¥ +1)=2""—1.
UWAGA: ¢ =a®),

7. Dowies¢, ze dla kazdej liczby naturalnej n zachodzi réwnosé
P42 43+ +n=(1+2+3+...+n)*.

8. Dowiesc, ze dla kazdej liczby naturalnej n > 2 zachodzi réwnosé

LN S SRS
2 6 12 7 (n—1)n ~ n’

Oznaczenia:
n

Zai:am+am+1+am+2+am+3+-'-+an—1+an
i=m

n

I @i =am amsr-ameo-amys-...-an-1-ay

i=m

Obliczy¢ wartosci wyrazen:
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14. Zapisa¢ wzory wystepujace w tresci poprzednich zadan bez uzycia kropek.

15. Liczby a,,b, sa okre$lone wzorami a1 =b; =1, a,411=0a,+by, bpi1=ani1+a,.
Dowie$¢, ze dla dowolnej liczby naturalnej n liczba 2a2 — b2 jest réwna +1.

OszusTwoO  16. Dowiesé, ze dla dowolnej liczby naturalnej n zachodzi nieréwnosé
30n <2"+110 (%)

Rozwigzanie:
Przeprowadzimy dowod indukcyjny.
1° Dla n =1 sprawdzamy bezposrednio 30 <2+110=112.
2° Zatozmy, ze 30n < 2" +110. Udowodnimy nieréwnosc¢
30(n+1) < 2" +110. Stosujac zalozenie indukcyjne otrzymujemy ciag nieréwnosci:

30(n+1)=30n+30<2"+110+30 =2""" +110+30—2" < 2" 4110,

przy czym ostatnia nierownos¢ zachodzi dla n > 5.
Zatem nieréwnos¢ (x) zostala udowodniona dla n > 5.
Pozostaje sprawdzic, ze
dla n =2 mamy 60 <4+4110=114,
dla n =3 mamy 90 <8+110=118,
dla n =4 mamy 120 <16+110=126.
Tym samym nieréwnos$é (x) jest udowodniona dla wszystkich liczb naturalnych n.

W szczegdlnosci wykazalidmy, ze dla n =6 zachodzi nieréwnosé
180 < 174.
Gdzie tkwi btad w powyzszym rozumowaniu?

17. Dowiedé¢, ze dla kazdej liczby naturalnej n zachodzi nieréwnosé 10n < 2™ 425 .

18. Dowies¢, ze dla kazdej liczby naturalnej n > 2 zachodzi nieréwnos¢ (2:) <4,
Wskazowka: (1+1)%"

19. Wskazac¢ taka liczbe x, ze dla dowolnych liczb naturalnych n i k prawdziwa jest
rOwnosé
n n n . no\_(n+2
k)T k1 k+2) \k+2)°
20. Uporzadkowaé rosngco nastepujace liczby:
100 100 100 100 100 100
7 ) \27) \47) \57) \77) \97)

21. Rozwiazaé roéwnanie
n k
3 =
(1)-C)
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22. Dowies¢, ze dla dowolnych liczb catkowitych nieujemnych a,b,c zachodzi réwnosé
a+b+c\ (b+c\ [(a+b+c)fa+c
a b | b a )’
23. Dowies¢, ze dla kazdego n > 2 zachodzi réwnosé

000 0-C2)

24. Dowiesc¢, ze dla kazdego n > 2 zachodzi réwnosé
2\ (3\ (4 n\ n-[(n—1)°
2/ \2) \2) " \2)  on1

25. Dowies¢, ze dla kazdej liczby naturalnej n zachodzi nieréwnosé (37?) <7

26. Dowies¢, ze dla kazdej liczby naturalnej n zachodzi nieréwnosé (2”;3) < %4”.

27. Dowiesc, ze dla kazdej liczby naturalnej n zachodzi nieréwnosé

<2n+4> prey
n

28. O zdaniu T'(n) udowodniono, ze prawdziwe jest T'(1), oraz ze dla dowolnego n > 6
zachodzi implikacja T'(n) = T'(n+2). Czy mozna stad wnioskowaé, ze

a) prawdziwe jest T'(10),

b) prawdziwe jest T'(11),

c¢) prawdziwa jest implikacja T'(7) = T'(13),

d) prawdziwa jest implikacja 7'(3) = T'(1),

e) prawdziwa jest implikacja T'(1) = T'(3).

29. O zdaniu T'(n) udowodniono, ze prawdziwe sa 7'(1) i 7'(100), oraz ze dla dowolnego
n > 10 zachodzi implikacja T'(n) = T'(n—1). Czy mozna stad wnioskowadé, ze

a) prawdziwe jest 7°(9),

b) prawdziwe jest 7'(10),

c¢) prawdziwa jest implikacja 7'(50) = T'(30),

d) prawdziwa jest implikacja T'(300) = T'(200),

e) prawdziwa jest implikacja 7'(30) = T'(50),

f) prawdziwa jest implikacja 7'(200) = 7'(300).

30. O zdaniu T'(n) udowodniono, ze prawdziwe jest T'(1), oraz ze dla dowolnego n > 1
zachodzi implikacja T'(n) = T'(n+2). Czy mozna stad wnioskowaé, ze

a) prawdziwe jest 7'(9),

b) prawdziwe jest 7'(10),

c) prawdziwa jest implikacja 7°(100) = T(25),

d) prawdziwa jest implikacja 7°(100) = 7'(200).
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31. O zdaniu T'(n) udowodniono, ze prawdziwe sa T'(1) i T'(6), oraz ze dla dowolnego
n > 1 zachodzi implikacja T'(n) = T'(n+3). Czy mozna stad wnioskowaé, ze

a) falszywe jest T'(3),

b) fatszywe jest T'(11),

c) prawdziwe jest T'(9),

d) dla dowolnej liczby catkowitej dodatniej n prawdziwe jest T'(n?).

32. Dowies¢, ze dla kazdej liczby naturalnej n > 2 zachodzi réwnosé

LU S 1 1 1
6 24 60 (n—1)-n-(n+1) 4 2n(n+1)"°

33. Dowies¢, ze dla kazdej liczby naturalnej n zachodzi nierownosé

Z n+1)

34. Dowies¢, ze dla dowolnej liczby naturalnej n > 2 zachodzi réwnosé

LSS S S S| _ (n—1)(3n+2)
3 8 15 24 n2—1  4n(n+1)

35. Dowies¢, ze dla dowolnej liczby naturalnej n zachodzi

W miejsce kropek wstawié¢ jeden ze znakéw: >, <, =, >, <.

36. Dowies¢, ze dla kazdej liczby naturalnej n > 200 szescian mozna podzieli¢ na n
szescianow.

37. Wskazac¢ sensowne liczby rzeczywiste A, B, C, D i dowies¢, ze dla dowolnej liczby
naturalnej n zachodza oszacowania

4n 2n 4n

A- < <C- .

vn+DB < n ) vn+D

Wskazdéwki: Zaczaé przeprowadzaé dowdd indukeyjny, a liczby A, B, C, D dobraé¢ w trakcie

dowodu. Dla kazdej z dwoch nieréwnosci przeprowadzi¢ osobny dowdod.

38. Zgadnaé, a nastepnie udowodni¢ wzor na sume (skonczona, bo wyrazy poza troj-
katem Pascala sa zerami)

n n n—1 . n—2 L n—3 .
0 1 2 3
We wzorze majg prawo pojawié sie wyrazy znanego ciggu liczbowego.

39. Zgadna¢, a nastepnie udowodni¢ wzér na sume
142-2+43-22+4-2%+5.2 4 .. 4n-2" 1.
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