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Cwiczenia 3.11.2008 (zad. 69-105) Kolokwium nr 4, 6.11.2008, zad. 1-105
Kolokwium nr 5, 13.11.2008, zad. 1-121

W miare potrzeby omoéwi¢ zadania z kolokwium nr 3.
6. Ciaggi

Troche teorii
DEFINICJA: Ciag (a,) jest zbiezny do granicy g wtedy i tylko wtedy, gdy
VY3IV |la,—g|<e.

e>0Nn=N
Piszemy nhrgo an=4g.
Ciag (ay) jest rozbiezny do +oo wtedy i tylko wtedy, gdy
V3V a,>M.

MNn=N
Piszemy nlirgoan =+00.
Ciag (ay) jest rozbiezny do —oo wtedy i tylko wtedy, gdy

VY3 v oa,<M.
MNn>=N
Piszemy lim a,, = —o0.
n—oo
TWIERDZENIA:

1. CIAG ZBIEZNY MA TYLKO JEDNA GRANICE.

2. GRANICA SUMY JEST SUMA GRANIC.
Doktadniej, jesli ciagi (a,) i (b,) sa zbiezne, to ciag (a,+b,) jest zbiezny i

lim (a,+0b,)= lim a,+ lim b, .
n—oo n—oo n—oo

3. GRANICA ROZNICY JEST ROZNICA GRANIC.
Doktadniej, jesli ciagi (a,) i (b,) sa zbiezne, to ciag (a, —b,) jest zbiezny i

lim (a, —by,) :Ji—{{}oa” — lim b, .

n—oo n—oo

4. GRANICA ILOCZYNU JEST ILOCZYNEM GRANIC.
Doktadniej, jesli ciagi (a,,) i (by,) sa zbiezne, to ciag (a,b,) jest zbiezny i

lim (a,b,) = lim a,- lim b, .
n—oo n—oo n—oo

5. GRANICA ILORAZU JEST ILORAZEM GRANIC.
Dokladniej, jesli ciagi (an) i (bn) sa zbiezne, przy czym b, # 0 oraz lim b, # 0, to ciag
(52) jest zbiezny i o
. dp JLHOlOan
nh—{lgoa " lim b,

n—oo
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6. ZBIEZNOSC I GRANICA NIE ZALEZA OD POMINIECIA LUB ZMIANY SKONCZENIE
WIELU POCZATKOWYCH WYRAZOW CIAGU.

7. SLABE NIEROWNOSCI ZACHOWUJA SIE PRZY PRZEJSCIU DO GRANICY.

Doktadniej, jesli ciagi (a,,) i (b,) sa zbiezne, przy czym a, < b, (odpowiednio a,, > b,,),
to nhi& ay, < nh~>1£10 b, (odpowiednio nhlgo ay > nangO by).

8. KILKA PODSTAWOWYCH GRANIC.

lim n=+o00

n—oo

lim 1 =0

n—oo M

lima=a

n.—>oo

lim " =+o00 dlaa>1

lim a" =0 dla |a| <1

lim (—1)" nie istnieje nawet w sensie granicy niewlasciwej
n—oo

lim Ya=1dlaa>0

n—oo
lim Yn=1
n—oo \/_

9. Z GRANICA MOZNA WCHODZIC POD PIERWIASTEK.
Doktadniej, jesli ciag (a,,) jest zbiezny, przy czym a, >0, to dla k €N

Jon, Y= {f
10. TWIERDZENIE O TRZECH CIAGACH.
Jezeli ciagi (ay), (bn), (c,) spelniaja warunek
a, <b, <cy

oraz ciagi (a,) i (¢,) sa zbiezne do tej samej granicy g, to ciag (b,) tez jest zbiezny i jego
granicg jest g.

11. KRYTERIUM D’ALEMBERTA.

Jezeli (a,) jest ciagiem o wyrazach niezerowych oraz istnieje granica

a
lim || = g<1l,
n—oo| q,

to ciag (a,) jest zbiezny do zera.

Jezeli istnieje granica
a

lim || = g>1,
n—oo an

to ciag (a,) jest rozbiezny, a ciag (|a,|) jest rozbiezny do +oo.

Uwaga: Podstawowym zastosowaniem kryterium d’Alemberta jest badanie zbieznosci
szeregow, ale podana wyzej wersja stosuje sie do badania zbiezno$ci ciggéw. O szeregach
bedzie mowa za kilka tygodni.

Powyzsze wlasnosci zachowuja sie w przypadku ciggéw majacych granice
niewlasciwe (tzn. rozbieznych do +o0), o ile nie prowadzi to do wyrazen
nieoznaczonych.
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12. SZTUCZKI OPARTE NA WZORACH SKROCONEGO MNOZENIA.

VISVIS L

r—y
Vo —y=
W Vet it U

Zadania

Wyjaénié dlaczego ponizej sag same BZDURY::
69. lim == lim +- lim \/n=0- lim /n=0

n—oo f n—oo " n—oo n—oo
70. nhrrolo<\/n+ —\/ﬁ) zgllgox/n—kl—nlinolo\/ﬁ:oo—oo:O
—1 dla n nieparzystych
1 dla n parzystych
72. lim% k- hmf k-0=0

k—o0

71. lim (—1)":{

n—oo

Zbadaé zbieznosé ciagu (a,) okreslonego podanym wzorem; obliczy¢ granice ciggdw
zbieznych, rozstrzygnac¢ czy ciagi rozbiezne maja granice niewtasciwa
1 An?+3 Vn? 5n®+n?—6
n w4 O 75, an”+on 76. vnitn 7. o +n”—6
n+7 n n+1 n+2 3nt+7
5nt+n?—6 5n°+n? —6 1-243—-445—-6+...—2
pg O N0 g o =0 oy + + + n
3nt+7 3nd+7 212
142444...4+2" vn+1 7
g1, ot 82. — 83. n. (1) g4, YELEVI
1+34+9+...+3n 1++/n n3(1+7vn+2)

14243+ 30431432435 43n NEEST
gy, — oSN g S TSI g7, Yo gy wy

n? 3n V3r+1
n? 90. V/n-+17 91. Vn2+3n—n 92. n(vVn?+7-n)
Tn+(Yn¥n)>/In+1 4. (=" 95. 1
11n34+Tn+3 n (24 (=1)™)"

a_{(—l) -n! dla n <100 n*+1 n?+2 n?+3 n*+n

73.

n

89.

93.

96. 97.

sy, dla n>100 n3+1+n3+2+n3+3+"'+n3+n
1 1 1 1 n’ 10"

98. — 99. — 100. — 101.
7”L2—i_712+1+7”L2+2+ +(n—|—1)2 ™ n! n22

V3" +n? Vn+l—yn vVni4+1l—n

102, ———— 103 104

V3r+2n+1 S Vn+T—yn " (Vn2n+1—n)?

105. Dla ktorych liczb rzeczywistych a istnieje granica

Jim (\3/n+n“ - %) iile jest réwna?
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Konwersatorium 5.11.2008, 12.11.2008

106. Ciag (a,) spetia warunek
v Ja,—100] < 10.

n>1000
Czy stad wynika, ze
a) ciag (a,) jest zbiezny,
b) ciag (a,) jest rozbiezny,
c) kazdy wyraz ciagu (a,) jest dodatni,
d) ciag (a,) ma co najmniej jeden wyraz dodatni,
e) od pewnego miejsca wszystkie wyrazy ciagu sa dodatnie,
£) ages < TTTTTTT,
g) aiin > 88,
h) Vv Ja,—100/<1,
n>1729

i) Vv |a,—100/<17,
. n>345

DV Jan—99] <13,
n>5555

k) ciag (a,) jest ograniczony,
) 3 |an—95| <37,
n>444
m) 3 |a,—80| <37,
n>1444

n) 3 |a,—95|<37,
n<444
o) 3 |a,—80]<37,

n<4444
P) Y 3 an>0,
Y la,—66]>12,
n>1331

r) Vv Vo an—an| <7,
m>1234 n>5678

S W) \ |an - am| <17,
m>1234 n>5678

t |a, —am,| <27,

m>123 n>45678

u v Y |ap—an| <37,

m>1234 n>5678

V) B 3 |an - am' <3 )

m<123 n<A56

w i YV o aptan] <210,

m>12345 n>67890

x) VY Vo |antan| <222,
m>1296 n>T776

y) VY Vo lap+an|>128,

m>1024 n>8192

z) 3 a,<92,
z) 3 a,>91.
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107. Dany jest taki ciag (a,), ze
e>0 n>5/e
Poda¢ granice ciagu (ay,).
Wskazaé taka liczbe M, ze V|a,| < M.

Wskazaé¢ takg liczbe N, ze V a, > 6.
n>N

Wskazaé taka liczbe N, ze V a, <7,01.
n>N

Wskazaé taka liczbe N, ze V |a,—8|>1/3.
n>N

108. Dany jest taki ciag (b,), ze
v vV o |b,+2[<e.

>0  n>10/e
Poda¢ granice ciagu (b,,).
Wskazaé taka liczbe M, ze V|b,| < M.
Wskazadé takg liczbe N, ze VYV b, <O.

n>N

Wskazaé taka liczbe N, ze V b, > —3.

n>N

Wskazaé taka liczbe N, ze VY |b,—2|>1/10.
n>N

109. Niech ¢, =a,+b,, gdzie (a,) i (b,) sa ciagami z poprzednich dwéch zadan.
Dowies¢, ze wowezas ciag (c,,) jest zbiezny, gdyz

\4 Y o |en—b|<e.

e>0 N /e

W miejscu kropek powinna sie znalez¢ odpowiednio dobrana liczba.

110. Niech d,, = a,, - b,, gdzie (a,) i (b,) sa jak poprzednio. Dowies¢, ze wowczas ciag
(dy) jest zbiezny, gdyz

e>0 M

W miejscu kropek powinno sie znalezé odpowiednio dobrane wyrazenie zalezne od e.

111. Niech e, = 2a,, + 3b,,. Dowies$¢, ze wowczas ciag (e,,) jest zbiezny, gdyz
v Vo len— |<e.

e>0 N /e

W miejscu kropek powinny sie znalezé odpowiednio dobrane liczby.
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PRAWDA CZY FALSZ?
112. Jezeli ciagi (a,) i (b,) sa rozbiezne, to ciag (a,+0b,) jest rozbiezny.
113. Jezeli ciag (a,) jest zbiezny, a ciag (b,) rozbiezny, to ciag (a,~+0b,) jest rozbiezny.
114. Jezeli ciag (a,) jest zbiezny, a ciag (b,) rozbiezny, to ciag (a,b,) jest rozbiezny.

115. Jezeli ciag (a,,) jest zbiezny, ciag (b,) rozbiezny, a ponadto obydwa ciagi maja tylko
wyrazy dodatnie, to ciag (a,b,) jest rozbiezny.

116. Jezeli (a,) jest ciagiem zbieznym o wyrazach dodatnich, to jego granica jest liczba
dodatnig.

117. Jezeli & — 1 t0 a, — 1.
an 2 2

118. Jezeli ciag (%) jest zbiezny, to ciag (a,) jest zbiezny.
119. Jezeli ciag (a?) jest zbiezny, to ciag (a,) jest zbiezny.

120. Jezeli wsréd wyrazéw ciagu (a,) wystepuja zaréwno wyrazy dodanie jak i ujemne,
to ciag (a,) jest rozbiezny.

121. Jezeli wéréd wyrazéw ciagu (a,) wystepuja zaréwno wyrazy mniejsze od 1 jak i
wieksze od 3, to ciag (a,) jest rozbiezny.
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