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Cwiczenia 10.03.2009 Kolokwium nr 2, 12.03.2009 (do zad. 417)
Cwiczenia 17.03.2009 Kolokwium nr 3, 19.03.2009 (do zad. 438)

1. Pochodna funkcji (c.d.)
Twierdzenie Rolle’a i twierdzenie Lagrange’a.

405. Dla danych réznych liczb rzeczywistych a i b oraz zbioru Z C R chcemy formalnie
zapisa¢ warunek, ze istnieje w zbiorze Z liczba (ostro) miedzy a i b, nie wiemy jednak
z gory, ktora z liczb a, b jest wieksza. Ktore z podanych warunkéw sa do tego celu
odpowiednie?
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406. Przyporzadkowaé¢ nastepujacym twierdzeniom podane nizej warunki oraz po-
wiedzie¢, co mowi warunek nieprzyporzadkowany zadnemu twierdzeniu.

(i) Wtasno$é Darboux funkcji cigglych: Jezeli funkcja f jest ciagla na przedziale
[a,b], to

(i) Wlasno$é Darboux pochodnej funkcji: Jezeli funkcja f jest rozniczkowalna na
przedziale [a,b], przy czym w punktach a i b istnieja odpowiednie pochodne jednostronne,
to
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(iii) Twierdzenie Rolle’a: Jezeli funkcja f jest ciagta na przedziale [a,b] i rézniczko-
walna na przedziale (a,b), a ponadto f(a)= f(b), to

(iv) Twierdzenie Lagrange’a (o wartosci $redniej rachunku rézniczkowego):
Jezeli funkcja f jest ciagla na przedziale [a,b] i r6zniczkowalna na przedziale (a,b), to

(4b) e e flatt(b—a)) = f'(a)+s(f(b) - f'(a))
(50) e f(b)=fla)+(b—a)f'(a+t(b—a))
(69) A fla+t(b—a))= f(a)+s(f(b) = f(a))
(70) el s fla+t(b—a))= f(a)+5(f(b) - f(a))
(7TH) te(%’l) f(a+t(b—a))=0

W nastepujacym zadaniu wykorzysta¢ twierdzenie Lagrange’a oraz wtasnos¢ Darboux
funkcji ciaglych (przypomnienie: funkcja rézniczkowalna jest ciagta).

407. Funkcje fi, fa, f3, ..., f12 sa okreslone i rézniczkowalne na catej prostej rzeczy-
wistej, a ich pochodne sg ciggle. Ponadto

h3)=1, fi(5)=2,

f2(0)=3, fo(4)=-1,

f3(=5)=0, f3(15)=10,

fi(1) =2, yfi(z) £1,

f6(0)=17, Yfé(x)>2,

f(3)=5, Vi) > -1,

fs(—Q):Oa fg(O)zlo, f8(3):47
fo(=1)=0, fo(1)=100, f4(3)=40,
fro(M)==5, f(11)=5, ¥ 0< fig(r) <2,
fn(O):O, fn(lOO):O, ¥—1<f{1<33')<2,

f12(=100) = =100, f12(100) =100, Y —100 < fi,() < 100.

A) Dowiesé, ze dla co najmniej trzech funkcji f; zachodzi warunek
v fi(z) #0

B) Dowiesé, ze dla co najmniej dwdch funkeji f; zachodzi warunek
3 fil)=-1

C) Dowiesé, ze dla co najmniej siedmiu funkeji f; zachodzi warunek

fi(0) #1
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D) Dowiesé, ze dla co najmniej czterech funkeji f; zachodzi warunek
£i(99) >0

E) Dowiesé, ze dla co najmniej dwoch funkeji f; zachodzi warunek
3 file)=5

F) Dowiesé, ze dla co najmniej jednej funkeji f; zachodzi warunek
3 file)=44

G) Dowiesé, ze dla co najmniej trzech funkcji f; zachodzi warunek

1
3 file)= 3
H) Dowiesé, ze dla co najmniej siedmiu funkeji f; zachodzi warunek
fi(1) #8
I) Dowiesé, ze dla co najmniej czterech funkcji f; zachodzi warunek
J) Dowiesé, ze dla co najmniej jednej funkcji f; zachodzi warunek
i(c)=fild)=T7
3, 0= £(d)
K) Dowiesé, ze dla co najmniej dziewieciu funkcji f; zachodzi warunek

ERICRNAC

2. Pochodna funkcji - zastosowania.
Znajdowanie najmniejszej i najwiekszej
wartosci funkcji na przedziale domknietym.
Regula de I’Hospitala.

408. Rozwazamy graniastostupy prawidlowe o podstawie trojkatnej i objetosci 1.
Ktory z nich ma najmniejsze pole powierzchni catkowitej?

409. Potrzebna jest kadz w ksztalcie walca, otwarta u géry, ktorej dno i bok wykonane
sa z tego samego materiatu. Kadz ma mie¢ pojemnosé¢ 257 hektolitrow. Jaki powinien
by¢ stosunek srednicy dna do wysokosci kadzi, aby do jej wykonania potrzeba byto jak
najmniej materiatu?

Znalez¢ najmniejsza 1 najwiekszg wartosé funkcji okreslonej podanym wzorem w po-
danym przedziale
410. 22 +22+21 , [-2,7] 411. |22 —1|+3x , [-2,2]

412. |z +1|+2? , [-10,10]  413. [10z—1|+2* , [0,1]
414. Inz — & | [1,€] 415. |sinz|+35 , [0,27]
416. 21/ | [2,4] 417. 3sinx+sin3x , [0,27]

Obliczy¢ granice

T —x

—€

11
418. lim - — 419. lim z/*  420. lim &

z—0x sinx T—00 z—0 sinx
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z—0 I z—0 x z—0 ;CQ
1 Iz —z+1 Inl
427, Tim % 428, m TP 499, qim MR
=1 — =1 (z—1)2 T—e g —e
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430. lim — 431. lim
r—00 T r—2 T —
2
2?1
¢ dla 240
cosx—1 )

432. Niech f(z) =

A dla =0

Dla ktérego A istnieje f/(0) i ile wynosi?

433. Niech f(z)=

x? — 12

sinx

dla z¢{kmkeZ}

Ay dla xz=kmw, k€eZ

Dla ktérych Ay (k € Z) istnieja f'(km) i ile wynosza?

434. Niech f(z)=

sinz — 1

cos?x

dla z¢{kn+5;kcZ}

Ay, dla z=kr+7, k€Z

Dla ktérych Ay (k€ Z) istnieja f'(km+7) i ile wynosza?

435. Niech f(z) =
Obliczy¢ f'(x) dla t

436. Niech f(x)=

e Da-e=8) G

sin(mx)
2 —2x dla z€Z

ych x € Z, dla ktorych istnieje.
Tx
e —1

dla z#0

Obliczy¢ f/(0).

437. Niech f(x)=

1 dla =0

cos(mx)+1
sin(mx)

dla z¢7Z

Obliczy¢ f'(x) dla t
438. Niech

Dla ktérego A istnieje

Lista 14

- dla z€Z
ych x € Z, dla ktorych istnieje.
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e R TR
fwy={ @ .
A dla z=0

£/(0) i ile wynosi?
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