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Egzamin 25.02.2007

Zadanie ]_ .

W kazdym z ponizszych zadan udziel czterech niezaleznych odpowiedzi TAK /NIE.
Za kazde zadanie, w ktorym podasz cztery poprawne odpowiedzi, otrzymasz 1 punkt.
Za udzielenie 15 poprawnych odpowiedzi otrzymasz 4 punkty.

Za udzielenie poprawnych odpowiedzi we wszystkich 16 podpunktach otrzymasz 5 punk-
tow.

1.1 O formule zdaniowej T'(n) wiadomo, ze T'(1) jest prawdziwe, a ponadto wiadomo,
ze dla kazdej liczby naturalnej n#7 prawdziwa jest implikacja T'(n) = T(n+1). Czy
stad wynika, ze

a) T(7) jest prawdziwe TAK
b) T'(8) jest prawdziwe NIE
c) T(8) jest falszywe NIE
d) T(9) jest falszywe NIE

1.2 O formule zdaniowej T'(n) wiadomo, ze dla kazdej liczby naturalnej n # 7 praw-
dziwa jest implikacja T'(n) =T (n+1), a ponadto wiadomo, ze dla n=7 implikacja
T(n)=T(n+1) jest falszywa. Czy stad wynika, ze

a) T(7) jest prawdziwe TAK
b) T'(8) jest prawdziwe NIE
c) T'(8) jest fatszywe TAK
d) T(9) jest falszywe NIE

1.3 Czy jest prawda, ze a-log,b=b-log;a, jezeli
a) a=2,b=3 NIE

b) a=2,b=4 TAK

c) a=2,b=5 NIE

d) a=3,b=4 NIE

[ee)
1.4 Czy mozemy stwierdzi¢, ze szereg Y. “** jest rozbiezny, jezeli wiemy, ze
n=1 "

1
a) lim a, = 3 TAK

b) lim a,, =2 TAK

An+1 . 1

=—- TAK
2

c) lim
n—oo (,,

d) lim "1 =9 TAK

n—oo @,



Zadanie 2 .

W ponizszym zadaniu udziel dziesieciu odpowiedzi. Za n poprawnych odpowiedzi
otrzymasz max(0,n—5) punktow.
Przypomnienie: na analizie liczby 0 nie uwazamy za liczbe naturalna.

Poda¢ kresy zbiorow.

Tm—>5n

a)A:{

:m,nEN} inf A=—5 sup A=7
mn

12
b) B:{(;:?l :nGN} inf B=(6!)?/37° sup B=+o00

c) C={(log,(4z)) —2log,2: x € (2,4)U(8, 16)}

infC=1 supC=1

d) D={|logyz|: x€(1/8,4)} infD=0 sup D=3

e) E={|logyx|: z€(1/4,8)} infE=0 sup £=3



Zadanie 3 .
W ponizszym zadaniu udziel pigtnastu niezaleznych odpowiedzi TAK/NIE. Za n
poprawnych odpowiedzi otrzymasz max(0,n—10) punktow.

Zmienne m,n przebiegaja zbioér liczb naturalnych.

Wyrazy ciagu (a,) spetniaja warunek

an—‘<n.
n

Czy stad wynika, ze
a) ciag (a,) jest zbiezny NIE
b) ciag (a,) jest rozbiezny NIE
c) v ap > 0 NIE
d) Y a, <2007 NIE

e) 3 a, <0 NIE

f) 3 (Ian—n| <i) TAK
8) V (Jan—n| <2n) TAK
h) a; >0 TAK

i) ay >0 NIE

j) a2 # a3 NIE

1
k) \agy<30 TAK
8
l) ‘CL3’ > g NIE
1
m) Jos| < ; NIE

1
— — NIE
n) |CL37 CL73’ > 111

O) |CL37—CL73‘ <111 TAK



Zadanie 4.

Uzasadnienie poprawnosci przyktadéw nie jest wymagane.

Za poprawne podanie obydwu przyktadow otrzymasz 5 punktow.

a) (2 punkty) Poda¢ przyktad takiego szeregu zbieznego f a, o sumie roéwnej 1/2,
ze dla nieskonczenie wielu liczb naturalnych n liczba a,, jest C?Elliowita.

Rozwigzanie:

Wystarczy przyja¢ a; =1/2 oraz a, =0 dla n > 2.

b) (2 punkty) Podaé¢ przyklad takiego szeregu potegowego § a,z" o promieniu
zbieznosci réwnym 2, ze "

Zanxnzél dlaz=1.

n=0
Rozwigzanie:
Wystarczy przyjaé ap =3 oraz a, =1/2" dla n > 1.
Inny przyktad: a, =2/2".



Zadanie 5 .
Obliczy¢ granice

. 4n?+1 N 4n?+2 N 4?43 N 4n? 44 - 4n? +6n

im .

n—oo\pd4y/nb+1 n34+vnb+2 n3+v/nb+3 nd+v/nb+4 n3+v/nb+6n
Rozwigzanie:

Dana pod znakiem granicy suma ma 6n sktadnikéw i zapisuje sie wzorem
b — %": : an?+k .
e+ \/m
Szacowanie od gory daje
g‘: an?+k <§:‘ An®+6n  6n(4n®+6n)
b+ k  ndvnb+0 2n3
Szacujac od dotu otrzymujemy
Sno An?+k én an?+0 6n - 4n?
,;n3+\/m /,;n“r\/m B n3++/nb+6n —

Poniewaz dla dowolnego n zachodza nierownosci

=c,.

angbngcna

a ponadto
I I 24n3 I 24 12
ima,=lim ———=1lim ————— =
n— o0 nﬂoon3_'_,/n6+6n n~>oo1+,/1+6n75
oraz
6n(4n?+6n)

lim ¢, = lim = lim (12+36n—1) =12,

n-=—oco n—oo m3 n—o0

na mocy twierdzenia o trzech ciggach otrzymujemy

lim b, =12.

n—oo

Odpowiedz: Dana w zadaniu granica istnieje i jest rowna 12.



Zadanie 6 .
Rozstrzygnaé zbieznos$¢ szeregu

00 (n!)moo

2

Rozwigzanie:

Zastosujemy kryterium d’Alemberta. Oznaczmy

(n)1000
on?
Woéwczas (szereg ma wyrazy dodatnie, wiec nie musimy pisa¢ modutu)

U1 ((n+1)!)1000 2n2 (n+1)1000

a,  onitntl '(n!)looo_ 92n+1 = by,

n —

Poniewaz trudno jest okresli¢, do czego dazy b, przy n — oo, stosujemy kryterium
d’Alemberta do ciagu (b,). Otrzymujemy

bn—i—l B (n+2)1000 22n+1 _ 1
b, 223 (n 4 1)1000 Y

n 231000 {1000 q
(n + 1) T4 T4
Z kryterium d’Alemberta w wersji dla ciagéw wynika, ze skoro granica

. bn+1 1
lim =

<1

istnieje i jest mniejsza od 1, to ciag (by,) jest zbiezny do zera.
Tym samym

. Ap+1
lim

n—oo aTL

=0<1

oo
i na mocy kryterium d’Alemberta w wersji dla szeregéw, szereg > a,, jest zbiezny.

n=1
Odpowiedz: Dany w zadaniu szereg jest zbiezny.



Zadanie 7.

Dowiesé, ze dla kazdej liczby catkowitej dodatniej n zachodzi nieréwnosé
(Bn+1)!1< (3" (n!))*.

Rozwigzanie:

Przeprowadzimy dowod indukcyjny.

Dla n=1 mamy (3n+1)!=4!=24 oraz (3-(n!))>=3%=27, a zatem dana w zadaniu
nieréwno$¢ przyjmuje postaé 24 < 27, jest wiec prawdziwa.

Niech teraz n bedzie taka liczbg naturalna, ze
(Bn+1)!< (3" (n!))*.
Chcemy wykazac, ze
(Bn+4)! < (3" ((n+1))%. ()
Wychodzac od lewej strony nieréwnosci (#) otrzymujemy
L=03Bn+4)!'=Bn+1)!-(3n+2)-(3n+3)-(3n+4) <
<(3"- () (3n+2)-(3n+3)-(3n+4)=L,.
Z kolei prawa strona nieréwnosci (#) jest rowna
P=3""((n+1)N)*=(3"-(n))*- B(n+1))>=(3"-(n!))*-(3n+3)* =P, .

Do zakoniczenia dowodu nier6wnosci (#) wystarczy wakazaé nier6wnosé Lo < Pa, gdyz

wowczas bedziemy mieli
L<lLy<P=P.

Nierownos¢ Lo < P jest rownowazna kolejnym nieréwnosciom
(3n+2)-(3n+3)-(3n+4) < (3n+3)?,
(3n+2)-(3n+4) < (3n+3)?,
(3n+3-1)-(3n+3+1) < (3n+3)?,
(3n+3)*-12< (3n+3)?,

a ta nier6wnosc jest oczywiscie prawdziwa.
Na mocy zasady indukcji matematycznej dana w zadaniu nieréwnosé zostata udowod-

niona dla kazdej liczby naturalnej n > 1.



Zadanie 8 .
Obliczy¢ sume szeregu
s 1
ZR&HAVW'
Rozwigzanie:

Poczatek danego w zadaniu szeregu wyglada nastepujaco
11 1 1 1 1 1 1
Poziewaz szereg ma wyrazy dodatnie, jego suma nie zmieni si¢ przy zmianie kolejnosci
sumowania jego wyrazow.
Zauwazmy, ze wyrazy o indeksach nieparzystych tworza ciag geometryczny o ilora-
zie 1/4 i pierwszym wyrazie 1/2. Poniewaz suma szeregu geometrycznego o pierwszym

wyrazie a; 1 ilorazie ¢, gdzie |g| <1, jest réwna

ai
l-q,
otrzymujemy
11 1 1 12 2
et Tyt T a Ty

Podobnie, wyrazy o indeksach parzystych tworza ciag geometryczny o ilorazie 1/16 i

pierwszym wyrazie 1/16. Przy tym

11 1 1 1
etatetEt =5
Suma danego w zadaniu szeregu jest wiec rowna
2 1 11
3715 15

Odpowiedz: Dany w zadaniu szereg ma sume réwna 11/15.



