ANALIZA A1 Wyklad: J. Wréblewski
Egzamin 16.02.2007

Zadanie ]_ .

W kazdym z ponizszych zadan udziel czterech niezaleznych odpowiedzi TAK /NIE.
Za kazde zadanie, w ktorym podasz cztery poprawne odpowiedzi, otrzymasz 1 punkt.
Za udzielenie 15 poprawnych odpowiedzi otrzymasz 4 punkty.

Za udzielenie poprawnych odpowiedzi we wszystkich 16 podpunktach otrzymasz 5 punk-
tow.

1.1 O formule zdaniowej T'(n) wiadomo, ze T'(24) jest falszywe, T'(25) jest prawdziwe,
a ponadto dla kazdej liczby naturalnej n zachodzi implikacja T'(n) = T'(n+ 10). Czy stad
wynika, ze

a) T'(14) jest falszywe TAK
b) T'(34) jest falszywe NIE

c) T(15) jest prawdziwe NIE
d) 7T'(35) jest prawdziwe TAK

1.2 Czy z tych samych zatozen, co w poprzednim zadaniu wynika, ze prawdziwa jest
implikacja

a) T(11) = T(34) NIE

b) T(13) = T(35) TAK
c) T(14) = T(36) TAK
d) T(17) = T(37) TAK

1.3 Czy liczba (1"1) jest podzielna przez (1’6), jezeli
a) n=>50 NIE

b) n=>54 TAK

c) n=>55 NIE

d) n=59 NIE

1.4 Czy prawdziwa jest nierownos¢
a) 100! < 10%° TAK

b) 100! < 1000*° NIE

c) 219% < 10001 NIE

d) 21000000 10000001 NIE



Zadanie 2 .

W ponizszym zadaniu udziel dziesieciu odpowiedzi. Za n poprawnych odpowiedzi
otrzymasz max(0,n—5) punktow.
Przypomnienie: na analizie liczby 0 nie uwazamy za liczbe naturalna.

Poda¢ kresy zbiorow.

10—
a)A:{ Oggn:nEN} inf A=—oco sup A=7/3

b) B:{aQ:aeA} inf B=1/9 sup B=+00

1 1

c) C:{2m—3n: m,nEN} infC=—1/3 supC=1/2
1 .

d) D:{zm—?)”: m,neN} inf D=—o0 sup D=-5/2

e) E={sinz: v € (n/3,5m/4)} inf E=—+/2/2 sup E=1

2



Zadanie 3 .
W ponizszym zadaniu udziel pigtnastu niezaleznych odpowiedzi TAK/NIE. Za n
poprawnych odpowiedzi otrzymasz max(0,n—10) punktow.

Zmienne m,n przebiegaja zbioér liczb naturalnych.

Wyrazy ciagu (a,) spetniaja warunek
Y = (1)) <
a, —(— -
n n

Czy stad wynika, ze
a) ciag (a,) jest zbiezny NIE
b) ciag (a,) jest rozbiezny TAK
c) v ay > 0 NIE
d) v a, <5/2 TAK
e) 3 an < —1/2 TAK

f)

3<C

¥ (Jam —a,| <3) NIE
g) vy (|apm —an| < 4) TAK
h) a; <ay TAK

i) a3 <az NIE

j) las—az] >1 TAK

1

k) ‘(13-&5’>§ NIE
1

1) \a4—a6]<§ TAK
1

m) |@4+a5\<§ TAK

1
n) |asr —ars| < 0 TAK

O) |CL37—CL73‘ > 10 NIE



Zadanie 4.
Uzasadnienie poprawnosci przyktadéw nie jest wymagane.
Za poprawne podanie obydwu przyktadow otrzymasz 5 punktow.

a) (2 punkty) Podaé przyklad takiego szeregu zbieznego Y a, o wyrazach dodat-
n=1

(0.0
nich, ze szereg . a,+/n jest rozbiezny.
n=1

Rozwigzanie:
Wyst jac !
starczy przyja¢ a, = —-~=.
Y Y Przy)a /n

b) (2 punkty) Podaé przykiad takiego szeregu potegowego § an,x", 7€
n=0

Zanx” =2007 dla z=0,

n=0
Z ap,x"=2008 dla z=1
n=0
oraz .
Zan:c” =2010dla x=2.
n=0
Rozwigzanie:

Wystarczy przyjaé¢ ag = 2007, a; =as=1/2 oraz a, =0 dla n > 3.



Zadanie 5 .
Rozstrzygnaé zbieznos$¢ szeregu

> (5nt+3n2—4)-(-1)"
5nb+43n3 —4 '

n=1

Rozwigzanie:
Skorzystamy z kryterium zbiezno$ci bezwzgledne;j:

Jezeli szereg %O: |a,| jest zbiezny, to szereg § a, jest zbiezny.
Szacujac ond:%géry szereg i
> | (5nt+3n? —4)-(—=1)"
2 5nb+3n3 —4

n=1

i korzystajac z kryterium poréwnawczego stwierdzamy, ze szereg

X 5nt+3n2—4 X 5nt+3nt+0 >
DB I D s Ral) D A

n=1 n=1 n=1

i (5n' +3n*—4)- (1)
= 5nb+3n3 —4

jest zbiezny, a co za tym idzie, zbiezny jest takze szereg dany w tresci zadania.

Odpowiedz: Dany w zadaniu szereg jest zbiezny.



Zadanie 6 .
W Dakistanie zamiast pochodnej funkcji uzywa sie kieropochodnej definiowanej wzo-

rem

90 g [N = @)

h—0 h2
Niech f(z) = 2z* —z. Obliczy¢ f¥(z) dla wszystkich liczb rzeczywistych z, dla ktérych
istnieje.

Rozwigzanie:

f(x+h)—f(z) 2(x+h)4—x—h—2x4+x:

QQ T 1
frw)=lim = =l E
3h+122%h2 h®4+2h*—h 31
_llzn%& o 2‘28‘” + —}lmé(égx +12x2+8xh—|—2h2>.

Dla dowolnej liczby rzeczywistej x mamy
lim (12:;;2 +8xh—|—2h2) =1222,
h—0

natomiast granica

. 821
lim
h—0
istnieje tylko wtedy, gdy 822 —1 =0 i jest wéwczas réwna 0.
Stad f¥(x) istnieje tylko dla z=1/2.
Odpowiedz: Kieropochodna f¥(z) danej w zadaniu funkcji f istnieje tylko dla z=1/2
i jest téwna fV(1/2)=12-(1/2)?=3.



Zadanie 7.
Rozwiaza¢ nieré6wnosé
10817220 < 108|175 (#° —92+20)

Rozwigzanie:

Rozwiazanie rozpoczynamy od wypisania warunkéw wyznaczajacych dziedzing nie-
rOWnNosci.

1° |(z—1)/2| >0 - ten warunek jest spetniony dla = # 1

2° |(x—1)/2|#1 - ten warunek jest spetniony dla = ¢ {—1,3}

3° 22 — 92420 > 0 - po rozwigzaniu nieréwnoéci kwadratowej otrzymujemy

x € (—00,4)U(5,400)

Zatem dziedzina nieréwnosci jest zbior

D=(—o00,-1)U(-1,1)U(1,3)U(3,4)U(5,400) .

Funkcja logarytmiczna o podstawie wigkszej od 1 jest rosngca. Zatem w przypadku,
gdy [(z—1)/2]>1, czyli z € (—o0,—1)U(3,4)U(5,+00), mozemy w danej nieréwnosci
pomina¢ logarytmy. Otrzymujemy nieréwnosé

20 < 2? =92 +20,
czyli
0< 2?9z,
co po rozwigzaniu daje x € (—o0,0]U[9,+00). Po uwzglednieniu warunku
x € (—00,—1)U(3,4)U(5,4+00) otrzymujemy nastepujacy przyczynek do zbioru rozwia-
zan
(—00,—1)U[9,400) .

Z kolei funkcja logarytmiczna o podstawie mniejszej od 1 jest malejaca. Zatem w
przypadku, gdy 0 < |(z—1)/2| <1, czyli z € (—1,1)U(1,3), mozemy w danej nieréwnosci
pominac logarytmy zmieniajac jednocze$nie kierunek nierownosci. Otrzymujemy

20> 1> — 9z +20,
co po rozwigzaniu daje = € [0,9]. Po uwzglednieniu warunku z € (—1,1)U(1,3) otrzymu-
jemy nastepujacy przyczynek do zbioru rozwigzan
[0,1)U(1,3).
Odpowiedz: Zbiorem rozwiazan danej nierownosci jest zbior

(—o0,~1)U[0,1)U(1,3) U[9,+00) .



Zadanie 8 .

Wyznaczy¢ przedziat zbieznosci szeregu potegowego
X (—64)"n- a3
nE::l n2+1
Rozwigzanie:

Stosujac kryterium d’Alemberta otrzymujemy

| (—64)" 1 (n+1) - 237+ n2+1

(n+1)2+1 (—64)"-n a3 |

Ced g3 nP+2n+42 ogs) >1 dla [z >1/4
=64l g e T o1 dla Jx <14

Stad wynika, ze dany szereg jest zbiezny dla |z| < 1/4, a rozbiezny dla |z| > 1/4.

Pozostaje rozwazyé przypadek x=+1/4. Dany w tredci zadania szereg potegowy

przyjmuje wowczas postac

(=6 & [
nz::l (£4)3n - /n2+1 _;(jFl) n2+1°

2
lim | —— =1,
n—oo n2_|_1

wyraz ogbélny powyzszego szeregu nie dazy do zera, a zatem szereg jest rozbiezny. Ko-

Poniewaz

rzystamy tu z rownowaznosci
a,—0 < |a,|—0.

Odpowiedz: Przedzialem zbieznosci danego szeregu potegowego jest przedziat

(—1/4,1/4).



