ANALIZA A3 Wyklad: J. Wréblewski
KOLOKWIUM nr 11, 14.01.2008

Zadanie 2 ]_ .

Zastosowaé twierdzenie Stokes’a do calki krzywoliniowej

/ xdy+zdz
a8

i powierzchni

S={(z,y,2): x+2< 2’ +y’=z<z+12}.

Obliczy¢ obie strony wzoru i poréwnaé¢ wyniki.
Rozwigzanie:
Zastosowanie wzoru Stokes’a daje
/ rdy+ zdz = / / 1. da dy . (635318657)
s S
Powierzchnia S jest wykresem funkcji, ma wiec naturalng parametryzacje parametrami

T, Y

r=x
y=y
e=a 4y,

gdzie
r4+2< i+ <e+12

225 <a?—x+1/4+1y><12.25

(3/2)° <(z—1/2) +y* < (7/2)*.

Parametryzacja ta wyznacza orientacje powierzchni S do goéry. Oznaczajac

Q={(z.y): (3/2)° <(z—1/2)"+y” < (7/2)*}

otrzymujemy

//1dxdy //1det(8$ )dazdy //1d:cdy,

co jest rowne polu pierscienia kotowego (2

((7/2)*=(3/2)?) -7 =107

Obliczylis$my wiec warto$é catki wystepujacej po prawej stronie wzoru (635318657).
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Aby obliczy¢ warto$¢ catki wystepujacej po lewej stronie wzoru (635318657), nalezy
zrozumieé, czym jest brzeg powierzchni S. Ot6z sktada sie on z dwéch elips E(R,H) o
parametryzacji postaci

r=1/2+ Rcost
y = Rsint
z=H+1/2+ Rcost
t €0, 27|

Jedng elipse otrzymujemy dla R=7/2 oraz H =12, a druga dla R=3/2 oraz H =2, przy
czym parametryzacja drugiej elipsy jest przeciwna do skierowania elipsy jako brzegu

powierzchni S. Obliczamy

2w
/ xdy+zdz = /(1/2 + Rcost) - Rcost+ (H +1/2+ Rcost) - R(—sint)dt =
E(R,H) 0

27 27
:/1/2-Rcost+R20082t—(H+ 1/2)-RSth—RZCOStSthdt:/R20082tdt:R27T.
0 0

Zatem lewa strona wzoru (635318657) ma wartosé

xdy+ zdz — / xdy+ zdz = (7/2)*r — (3/2)*7 =107
B(7/2,12) E(3/2,2)

Zadanie 2 2 .
Wyznaczy¢ najmniejsza i najwieksza wartos¢ funkceji
f(zy,z)=bx+5by+=z

na zbiorze

S = {(x,y,z): x2+y2+z2:9/\x+y+z>5}

oraz podacé, w ktorych punktach te wartosci sg osiggane.
Rozwigzanie:

1° Na czaszy sferycznej okreslonej warunkami
g(x,y,2)=0, x+y+z>5H,
gdzie g(z,y,2) = 2*+y*+ 2% —9, otrzymujemy
gradf(z,y,2z) = (5,5,1)
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oraz

gradg(z,y,z) = (2x,2y,22) = 2(x,y,2) .

Poniewaz wektor (5,5,1) jest niezerowy, powyzsze gradienty sa liniowo zalezne, gdy wek-
tor (z,y,z) jest wielokrotnoscia wektora (5,5,1), a wiec, gdy x=y=>5z. Rozwiazujac

ukltad réwnan
?2+yi+2t = 9
T 5z
Yy Dz

otrzymujemy kolejno

252242522 422 =9
512 =9
z::I:3/\/5_1
y==+15/v/51
x=+15//51.

Wobec nieréwnosci x +y—+ 2> 5 za "+ przyjmujemy "+,

Jednak wéwcezas

33 _ 3
VBl V49
skad wynika, ze takze punkt (3/v/51, 15/4/51, 15/4/51) nie nalezy do rozwazanej w tym

T+Y+z=

przypadku czaszy.

Zatem ten przypadek nie prowadzi do znalezienia zadnych punktow krytycznych funk-
cji f.
2° Na okregu okreslonym rownaniami
9(x,y,2) =0, h(z,y,2)=0,
gdzie h(z,y,z) =x+y+z—5, otrzymujemy
gradf(z,y,2) = (5,5,1)
gradg(z,y,z) = (22,2y,22) = 2(z,y,2)

3



oraz

gradh(z,y,2) = (1,1,1).

Powyzsze gradienty sa liniowo zalezne, gdy wyznacznik macierzy

jest rowny zero. Obliczamy

Rozwiazujac uktad réwnan

r+y+z = 5
r =Y
otrzymujemy kolejno
20+2=95
z=5—2x

22° 4+ (5—21)* =9
22° 425 — 20z + 42> =9
62% —20x+16=0
322 —10x+8=0
r=4/3 V =2

i odpowiednio

2=7/3 z=1.
Obliczamy wartosci funkeji f w otrzymanych punktach krytycznych:

4 47
1(5 5 5) =20/3+20/3+7/3=47/3

f(2,2,1)=10+104+1=21=63/3>47/3.
Odpowiedz: Na podanym zbiorze funkcja f osiaga najmniejsza warto$¢ 47/3 w punk-

cie (4/3,4/3,7/3), a wartos¢ najwigksza rowna 21 w punkcie (2, 2, 1).



