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Zadanie 9 .

Wskazaé liczbe naturalng k, dla ktorej granica
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istnieje i jest liczba rzeczywista dodatnia. Obliczy¢ warto$é¢ granicy przy tak wybranej

liczbie k.

Rozwigzanie:

Dzielgc licznik i mianownik danego wyrazenia przez n?/3 otrzymujemy
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Mianownik ostatniego wyrazenia dazy do 5 przy n — oo, natomiast licznik ma granice

skonczona dodatnia dla k=14 i granica licznika jest wtedy rowna 2.

Odpowiedz: Przy k=14 granica jest réwna 2/5.

Uwaga: Liczba k =14 jest jedyna liczba spetniajaca warunki zadania. Jednak zgodnie
z poleceniem wystarczyto wskazac¢ k, bez koniecznosci uzasadnienia, ze takie k jest tylko

jedno.

Zadanie ]_ O .

Dowiesé, ze dla kazdej liczby catkowitej dodatniej n zachodzi nieréwnosé
2n - o"
n- —.
n 2

Zamierzamy przeprowadzi¢ dowod indukcyjny.

Rozwigzanie:

Dlan=1 mamy n- (2:) =2 oraz % =5/2, a zatem dana w zadaniu nier6wnosé¢ przyj-
muje postaé¢ 2 <5/2; jest wiec prawdziwa.

Niech teraz n bedzie taka liczbag naturalna, ze

2n <5”
n- —.
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Chcemy wykazac, ze
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Wychodzac od lewej strony powyzszej nierownosci otrzymujemy
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Powyzsza nieré6wnosé jest rownowazna nieréwnosci
An+2<0n,
czyli n > 2.
Drugi krok indukcyjny zostat wiec przeprowadzony tylko dla n > 2.
Dla kompletnosci dowodu nalezy sprawdzi¢ dang w tresci zadania nieréwnosé¢ dla

n =2, gdyz to sprawdzenie okazuje si¢ przejmowac role pierwszego kroku indukcyjnego:

4 52
2- =12<25/2=—.
Na mocy zasady indukcji matematycznej dana w zadaniu nieréwnos¢ zostata udowod-
niona dla kazdej liczby naturalnej n > 2, a ponadto na poczatku rozwiazania wykonalismy

sprawdzenie dla n=1.
Uwagi:

Sprawdzenie dla n =2 nie wydaje sie wymaga¢ wiele pracy, jednak brak swiadomosci
koniecznosci wykonania tego sprawdzenia jest bardzo powaznym btedem.

Jesli zamiast nieréwnosci
4n—+2

n

<5

pojawi sie nieréwnosé
dn+2
n

<H,

to w konsekwencji drugi krok indukcyjny zostanie przeprowadzony dla n > 2. Tym samym

konieczne bedzie takze sprawdzenie dowodzonej nierownosci dla n = 3.



