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Zadanie 9 .

Wyznaczy¢ najmniejsza i najwiekszg wartos¢ funkceji
fla,y,2) =20+2y —ay

na zbiorze

Z = {(:v,y,z): x2+y2+22:5/\x2—|—y+z2:3}

oraz poda¢, w ktorych punktach te wartosci sg osiagane.

Rozwigzanie:
Oznaczmy
gi(z,y,2) =" +y*+2° =5
oraz
go(z,y,2) =z24+y+22-3.
Woéwcezas
gradf(x,y,z) = (Q_yv 2—£L', 0)
gradg: (z,y,2) = (27, 2y, 22) = 2(z, y, 2)
oraz

grade(I7y7z) = (21:7 17 22) :

Powyzsze gradienty sa liniowo zalezne wtedy i tylko wtedy, gdy wyznacznik macierzy
utworzonej z ich wspotrzednych jest réwny 0. Tworzac macierz mozemy podzieli¢ gradg;
przez 2, gdyz nie wptynie to na zerowos¢ wyznacznika, a uprosci nieco rachunki. Obli-

czajac ten wyznacznik otrzymujemy

2—y 2—x 0
det x y oz |=Q2-y)y2z+2—2)22x—(2—-y)z— (2—z)x22=
2z 1 2z

=2-y)(2y—1)z.
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Roéwnanie
(2—y)(2y—1)z=0
jest rownowazne alternatywie

y=2 V y=1/2 Vv z=0.

1° W przypadku y =2 otrzymujemy uktad réwnan
P?Hyit? =5
?+y+2* = 3
y = 2

co prowadzi do
’+4+22 = 5
?+2422 = 3

y = 2
Pierwsze dwa réwnania sg rownowazne, skad otrzymujemy
422 = 1
(1369) { y = 2

W tym przypadku otrzymujemy wiec okrag ztozony z punktéow krytycznych. Na tym
okregu (a nawet w calej plaszezyznie o réwnaniu y = 2 zawierajacej ten okrag) otrzymu-
Jemy

2° W przypadku y =1/2 otrzymujemy uktad réwnan
?+y’+22 = 5
?+y+2* = 3
y = 1/2
co prowadzi kolejno do
P?4+1/4+2* = 5
??+1/2422 = 3
y = 1/2
422 = 19/4
r2+22 = 5/2
y = 1/2

Pierwsze dwa rownania sg sprzeczne, zatem ten przypadek nie dostarcza nam zadnych

punktéw krytycznych.



3° W przypadku z =0 otrzymujemy uktad rownan
2+yi+22 = 5

?+y+z2 = 3

z =0

co prowadzi kolejno do

z = 0
v o= y+2
z =0
Réwnanie y? =y +2 ma rozwigzania y =2 oraz y= —1. Poniewaz przypadek y=2 juz
rozpatrzyli$my, pozostaje rozwazenie przypadku y = —1, co prowadzi do 2> =4 i w kon-

sekwencji =42, Otrzymujemy wiec dwa nowe punkty krytyczne. Obliczamy wartosc¢

funkcji w tych punktach:
f(2,-1,0)=4—-2+2=4

f(=2,-1,0)=—4-2-2=-8

Odpowiedz: Na podanym zbiorze funkcja f osiaga najmniejszg warto$¢ —8 w punk-
cie (=2,—1,0)), a warto$¢ najwieksza réwna 4 w punkcie (2, —1,0) oraz na okregu

okreslonym réwnaniami (1369).

Zadanie ]_ O .

Wyznaczy¢ wspotrzedne srodka ciezkosci krzywej

K:{(x,y): O<x<3/\y:\/§-(1—§>}.

Rozwigzanie:

Wspoétrzedne srodka ciezkosci krzywej K dane sa wzorami

Jxds

=5
* [1lds

K

oraz

Jyds

_K
s [1ds

K

w



Poniewaz krzywa K jest wykresem funkcji, jej naturalna parametryzacja dana jest

wzorem
t3/2
gp(t)—(t,\/l_f—3>, tef0,3).
Woéwcezas
12 412
=1 —
(1) ( 5 2)
skad
12 172\ 2 \/ -1 1t t=1 1 t
/ 2 / 2
— 1 - — 1 _ —_ = —_— - - =...
\/(%01(75)) +(5(1)) $ +< 9 2 ) Tt 1 27

I co teraz? Niby nietrudna tozsamo$c¢, ale nie kazdy ja zauwazy - dlatego punktacja za

zadanie jest wysoka. Bez tej tozsamosci chyba niewiele da si¢ zdziatac.
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To pozwala oblicza¢ catki krzywoliniowe po krzywej K. I tak otrzymujemy kolejno

3
t——1/2 t1/2 t3/2
/1ds:/1-+dt:t1/2+
2 3
K 0

3

—V3+V3=2V3

t=0

3 3 3
#=1/2 4 41/2 #1/2 4 43/2 312 45/2

d :/t-idt:/idt:— L

ras / 2 /2 3 75

9v3 14v/3
A

P—

3 3 3
$3/2\ 71/2 4 41/2 1 t t ¢t 1t 2
/yds:/< t—>-+dt:/2+——dt: - ——dt=
0

3 2 2 6 6 2 3 6
K 0 0
3
_t el 3.3 3 3
2 6 18 2 2 2 2
t=0
Zatem
1435 T
s 2\/3 5
oraz
3/2 V3B
ys - 2\/63 - 4

Odpowiedz: Srodkiem ciezkoéci danej w zadaniu krzywej jest punkt (7/5, v/3/4).



