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Zadanie 5 .
Wyznaczy¢ najmniejsza i najwieksza wartos¢ funkcji
f(@,y,2) =3z +5y+z+[y+2|
na zbiorze
Z={(,y,2): 2 +y’+2" =1}

oraz poda¢, w ktérych punktach te wartosci sg osiagane.
Rozwigzanie:
1° Na potsferze okreslonej warunkami

2+ 4+22-1=0, y+2>0
funkcja przyjmuje postac
flx,y,z)=3x+6y+2z.

Wéwezas oznaczajac g(z,y,z) = x2 +y*+ 22 — 1 otrzymujemy

gradf(z,y,2z) =(3,6,2)

oraz
gradg(z,y,2) = (22,2y,22) =2(x,y,2) .

Poniewaz wektor (3,6,2) jest niezerowy, powyzsze gradienty sa liniowo zalezne, gdy wek-
tor (x,y,z) jest wielokrotnoscia wektora (3,6,2), a wiec, gdy y =3z oraz x =3z/2. Roz-
wigzujac uktad réwnan

y = 3z
x = 3z/2

otrzymujemy kolejno
922/4+92° 422 =1

492% /4 =1
2=42/7
y==46/7
r=43/7.

Wobec nieréwnoéci y+ 2z >0 za ”+” przyjmujemy ”+".
Obliczamy wartos¢ funkcji f w otrzymanym punkcie krytycznym:

36 2
22 2)=7.
1(G77)

2° Na potsferze okreslonej warunkami

24y +22—-1=0, y+2<0
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funkcja przyjmuje postac
flzy,z)=3x+4y.

Woéwezas oznaczajac g(r,y,2) =22 +y* + 2% — 1 otrzymujemy

gradf(z,y,2) = (3,4,0)
oraz
gradg(z,y,2) = (22,2y,22) = 2(x,y,2) .

Poniewaz wektor (3,4,0) jest niezerowy, powyzsze gradienty sa liniowo zalezne, gdy wek-
tor (z,y,2) jest wielokrotnoscia wektora (3,4,0), a wiec, gdy z=0 oraz = =3y/4. Roz-
wigzujac uktad réwnan
22yt =1
z =0
r = 3y/4

otrzymujemy kolejno
92 /16 +1* =1

25¢°/16 =1
y=+4/5
r=43/5.
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Wobec nieréwnosci y+ 2z <0 za ”+” przyjmujemy ”—".
Obliczamy wartos¢ funkcji f w otrzymanym punkcie krytycznym:

((3b)

3° Na okregu okreslonym rownaniami
4yi+22-1=0, y+2z=0

funkcja przyjmuje postaé
f(z,y,2) =3z +5y+z.

Wéwezas oznaczajac gi(x,y,2) = x?+y*+ 22 — 1 oraz go(x,y,2) = y+ 2 otrzymujemy
gradf(z,y,2) = (3,5,1)
gradgl(x,y,z) = (2[E,2y,22) = 2(1’,y,2)

oraz
grade(a:,y,z) = (07171) .

Powyzsze gradienty sa liniowo zalezne, gdy wyznacznik macierzy
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jest réwny zero. Obliczamy

3 5 1
det| z vy z |=3y+z—>5xr—3z2
0 11
Rozwiazujac uktad réwnan
P4yt = 1
y+z = 0

y—4dxr—3z = 0
otrzymujemy kolejno
z=—y
6y —4x =0
r=3y/2
9y*[4+y° +y* =1
17y*/4=1
y=+2/V17
z=F2/V17
r==43/V17.

Obliczamy wartosci funkcji f w otrzymanych punktach krytycznych:

3 2 2
f<\/1_7’\/1_7’_\/1_7>:\/1_7<7

1~ e = VT 5.

VAT VAT VAT
Odpowiedz: Na podanym zbiorze funkcja f osigga najmniejsza warto$¢ —5 w punkcie
(—=3/5,—4/5,0), a wartos¢ najwieksza réwna 7 w punkcie (3/7,6/7,2/7).

Zadanie 6 .
Wyznaczy¢ najmniejsza i najwicksza wartos¢ funkcji
flzy,z)=x+4y+9z
na zbiorze
Z= {(x,y,z) ct P = 1}

oraz podaé, w ktorych punktach te wartosci sg osiggane.
Rozwigzanie:
Sposéb 1 (dtugi, btedny, za 3 punkty)
Oznaczajac g(x,y,z) = x> +y>+ 2 — 1 otrzymujemy

gradf(z,y,2) = (1,4,9)
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oraz
gradg(z,y,2) = (32°,3y°,32%) = 3(a?,¢%,2%) .

Poniewaz wektor (1,4,9) jest niezerowy, powyzsze gradienty s liniowo zalezne, gdy wek-
tor (z%,y%,2?) jest wielokrotnoscia wektora (1,4,9), a wiec, gdy y? =4a? oraz z? =92
Rozwigzujac uktad réwnan

2y = 1

y2 _ 41’2
22 = 92
otrzymujemy kolejno
Y= :i:12x
z=293x

23 80% £,272° =1
(14,84,27) 2% =1
r=1/V1+18%,27

y=-+.2/ YTE8E,27
2 =43/ V14,84,27.

Obliczamy wartosci funkeji f w otrzymanych punktach krytycznych.
Dla +; =+ oraz £9 =+
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Dla +; = — oraz 9=+

Dla &=y = — oraz +9=—

f - ! ) 2 ) ’ = 342/3 .
V347 /347 /34
Odpowiedz: Na podanym zbiorze funkcja f osiaga najmniejsza warto$é réwng 18%/3,
a warto$¢ najwicksza réwng 36%3, w punktach podanych wyzej.

Sposéb II (krétki, poprawny, za 8 punktow)

Dla dowolnej liczby rzeczywistej x punkt (z,—z,1) nalezy do zbioru Z, a przy tym
f(x,—z,1) = —3z+9. Poniewaz wyrazenie —3z +9 przyjmuje wszystkie wartosci rzeczy-
wiste, funkcja f na zbiorze Z przyjmuje wszystkie wartosci rzeczywiste.

Odpowiedz: Na zbiorze Z funkcja f jest nieograniczona od gory i od dohu. Kresem
dolnym zbioru jej wartosci jest —oo, a géornym +oc.



