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Zadanie ]. .
W ponizszym zadaniu udziel 14 niezaleznych odpowiedzi TAK /NIE.
Za udzielenie n poprawnych odpowiedzi otrzymasz max(0, n—9) punktéw.

Czy dla dowolnej funkcji f : R — R majacej ciagla pochodna rzedu pierwszego i takiej,

ze f(0) =0, prawdziwa jest podana implikacja (zmienna x przebiega liczby rzeczywiste
speliajace nieréwno$é podana pod kwantyfikatorem)

a) (wzo f(z)> O) = (wzo f(x)> O) NIE



Zadanie 2.

W kazdym z zadan 1.1-1.3 udziel czterech niezaleznych odpowiedzi TAK/NIE, a
w zadaniu 1.4 wstaw znaki w miejsce kropek.
Za kazde zadanie, w ktérym podasz cztery poprawne odpowiedzi, otrzymasz 1 punkt.
Za udzielenie 15 poprawnych odpowiedzi otrzymasz 4 punkty, a za udzielenie popraw-
nych odpowiedzi we wszystkich 16 podpunktach otrzymasz 5 punktéw.

1.1 Czy podany szereg liczbowy o wyrazach zespolonych jest zbiezny
X 1+n3-1

© n3 4 )
NIE b NIE
a) ;n“—l—i ) n;l n*+i
[e%¢} n2+i 0 1+n22
TAK d TAK
C),;n‘*ﬂ )RZ::I nt+i

1.2 Czy funkcja f(z)=a-|z|+b-sin|z|+ c-cos|z| jest rézniczkowalna w zerze, jezeli
a)a=1,b=1,c=1NIE

b) a=—1,b=1, c=1 TAK

c)a=1,b=—-1,¢c=1TAK

d)a=1,b=1, c=—1NIE

1.3 Czy prawdziwa jest nieréwnos¢

4
a) /2l‘dx>1o TAK
2
0
b) /dex>10 NIE
—10
2
c) /2’”daz>10 NIE
0

5
d) /236 dr >10 TAK
4

1.4 Wstaw jeden ze znakow 7 >7, 7 <7 7="

1
a) /:172~\/1:8—|—1dx>0
b) /x3-\/$8+1d:17<0
22
2
c) /x5-\/x8+1dx>0
-1

2
d) /x7-\/x8—|—1dx =0
29



Zadanie 3 .
Obliczy¢ wartosé catki
w/3
/ cos’z dx .

0

Rozwigzanie:

Niech z=cosx+1isinx. Woéwcezas dla dowolnej liczby naturalnej n
2" = cosnz +isinnz

oraz

z " =cosnx —isinnx ,

co w konsekwencji daje

Zatem

COS T —

5 <z+zl>5 (2245284102 +102714+527°+27%)  cosbx +5cos3x+ 10cosz

2 2.16 16 ’
skad
/3 /3 ) ) ) /3
/cos5x do — / coshx +5Hcos3x+10cosx d — <sm5x n Hsin3x n 581nx> _
n 16 80 48 8 B
0 0 =0
_ sin(57/3) | Bsinm bsin(m/3) sin0  5sin0  5sin0  /3/2 N 5v/3/2 493
80 48 8 80 48 8 80 8 160 °

Odpowiedz: Dana w zadaniu catka ma wartos¢ 49\/3/160.



Zadanie 4 o

Obliczy¢ catke nieoznaczong

e’ +1
/ 3 dx
e’r +e”
Rozwigzanie:

Wykonujac podstawienie y = e”, czyli = In y, co daje formalny wzor dx = dy /y, otrzy-

mujemy

T4+1 1
/e+ [yt dy .

e3T 1 ot = Yt 42
Szukamy rozktadu funkcji podcatkowej (wymiernej) na utamki proste.
y+1 Ay+B D E
+1y* ¥+l oy ¢?
y+1=Ay*+By*+ Dy’ + Dy+ Ey*+ F,

co prowadzi do uktadu réwnan

majacego rozwigzanie A=B=—-1, D=FE=1.

Zatem dana w zadaniu catka przyjmuje postaé

y+1 dy= /2+1dy+/ dy+/ .

1
—arctgy——+1In|y|+C=
Yy

1 2x 1 1 2z 1
= n(62+)—arctge —+ln|e$|+C’——Il(ez—i_)—arctgex—e_‘”—kx—i—C’.
Odpowiedz:
e’ +1 In (e2*+1) e
/€3$+6$ dx:—f—arctge —e "4+x+C.



Zadanie 5 .
Zmnalez¢ najwieksza liczbe catkowita dodatnig n, dla ktorej istnieje taka liczba rzeczy-

wista A, ze funkcja
e’—1+In(z+1)

dla z#0
flz) = z"
A dla =0
jest rozniczkowalna w zerze i obliczy¢ f'(0) dla tych wartosci n i A.
Rozwigzanie:
e h—1+In(h+1) —h n
. f(hy—=fO) . —/———-A e "—1+In(h+1)— AR
/ p— —_— h p—
R %:Ha = |

Przy h — 0 mianownik w ostatniej granicy dazy do 0. Wyrazenie nieoznaczone % otrzy-
mujemy, gdy A=n=0 lub n >0 i tylko wtedy mozemy zastosowac regute de I’'Hospitala.
Poniewaz mamy zmaksymalizowac¢ n, zaktadamy, ze n > 0. Po zastosowaniu reguly de

I’Hospitala otrzymujemy

—h -1 n—1
. —e "+ (h+1)""—Anh
f'(0)=1lim c ( ) n
h—0 (n+1)hn
Przy h — 0 mianownik w ostatniej granicy dazy do 0. Wyrazenie nieoznaczone g
otrzymujemy, gdy A=n—1=0 lub n—1>0 i tylko wtedy mozemy zastosowaé po raz
drugi regute de I’'Hospitala. Poniewaz mamy zmaksymalizowaé¢ n, zaktadamy, ze n > 1.
Po zastosowaniu reguty de I'Hospitala otrzymujemy
“h—(h+1)"2—An(n—1)h"2
7(0) = lim = D — An(n = DA™
h—0 (n+1)nhn-1
Przy h — 0 mianownik w ostatniej granicy dazy do 0. Wyrazenie nieoznaczone %
otrzymujemy, gdy A=n—2=0 lub n—2>0 i tylko wtedy mozemy zastosowaé po raz

trzeci regute de I’'Hospitala. Poniewaz mamy zmaksymalizowa¢ n, zaktadamy, ze n > 2.
Po zastosowaniu reguty de I'Hospitala otrzymujemy
—e "4+ 2(h+1)2—An(n—1)(n—2)h"3
(0 fn =20 D) Ann = D)=
h—0 (n+1)n(n—1)h"—2
Przy h — 0 mianownik w ostatniej granicy dazy do 0. Wyrazenie nieoznaczone %
otrzymujemy, gdy n=3 oraz —14+2—6A=0 i tylko wtedy mozemy zastosowaé po raz

czwarty regulte de I'Hospitala. Po wstawieniu n=3, A=1/6 i zastosowaniu regulty de
I’Hospitala otrzymujemy
—e "4 2(h+1)3~1 e"—6(h+1)"* 1-6 5
'(0) =1i = - =——.
F10) = Jim 24h ) 24 24 24
Odpowiedz: Najwiekszg wartoscig n, dla ktérej dana w zadaniu funkcja jest réznicz-
kowalna w zerze, jest n=3. Wowczas A=1/61 f'(0) =—5/24.




Zadanie 6 .

Wyznaczy¢ kresy zbioru

A:{/a:pQ—adx: a€(0,3)}

0
i okresli¢, czy naleza one do zbioru A.

Rozwigzanie:

Niech

a

f(a):/ —adx.

0
Zadanie polega na wyznaczeniu kreséw funkeji f na przedziale (0,3).

Po obliczeniu calki definiujacej funkcje f otrzymujemy

s = (5 e

=0
Zauwazmy, ze f(0) = f(3) =0, czyli

a
=——a*.

3

i, f0)= i f(@)=0.

Ponadto

f'(a)=a*—2a=a(a—2),

skad wynika, ze pochodna funkcji f ma w przedziale (0,3) miejsce zerowe tylko w a =2.
Przy tym f(2)=—4/3.

Odpowiedz:
Kresem goérnym zbioru A jest liczba 0 i nie nalezy ona do zbioru A.

Kresem dolnym zbioru A jest liczba —4/3 i nalezy ona do zbioru A.



Zadanie 7.

Funkcja f:R— R ma ciggly pochodna rzedu pierwszego na catej prostej. Wiadomo,

ze f(0)=0, f(7) =12, a ponadto dla dowolnej liczby rzeczywistej = zachodzi nieréwnosé
1< fl(z)<2.

Dowies¢, ze wowczas zachodzi nieréwnosé

W miejsce kropek nalezy wpisa¢ konkretng liczbe rzeczywista (niezalezng od f !!).

Rozwigzanie:

7Z twierdzenia Lagrange’a wynika istnienie takiej liczby ¢ € (0,4), ze
f(4)=f(0)+(4-0)f"(c)=4f"(c),

skad wobec nieréwnosci

1< f'(e)<2

otrzymujemy

4<f(4)<8.
Z twierdzenia Lagrange’a wynika ponadto istnienie takiej liczby d € (4,7), ze
f@)=f(N)+A=7)f(d)=12-3f'(d),

skad wobec nieréwnosci

1< f'(d)<2
otrzymujemy
6<f(4)<9.
Zatem f(4) € (6,8), czyli
F@) =T <1.



Zadanie 8 .

Rozstrzygnaé zbiezno$¢ catki niewtasciwej
T aP+1
[t

w zaleznosci od parametru rzeczywistego dodatniego p.
Rozwigzanie:

Rozdzielamy przedzial catkowania
T oar+1 / xP+1 Ooxp—i—l
N GE A el e

i probujemy oszacowac kazd@ zZ powstaiych catek z osobna.

1 1
P41 1+1
/de</ i dx—2/—dx<+oo
g 4 O+x

zatem na mocy kryterium porownawczego catka f = +1 dz jest zbiezna dla kazdego p > 0.

o0

P41 T d$:2/xp_5/2 dz

J \/a;5+:c ) Vad+
zP+1

zatem na mocy kryterium poréwnawczego catka 1f s dx jest zbiezna, gdy

p—5/2<—1, czyli p<3/2.
Uwaga. W tym momencie mozemy tylko stwierdzié¢, ze dla p>3/2 nie udato nam
sie udowodni¢ zbieznosci calki, nie mozemy jednak twierdzi¢, ze w tym przypadku catka

jest rozbiezna.

P41 T P40
——dx /xp 5/2d:c
VIt +x \/x5+x5 T2

xP+1

zatem na mocy kryterium poréwnawczego catka f W dx jest rozbiezna, gdy
p—5/2>—1, czyli p>3/2.
Odpowiedz: Dana w zadaniu calka jest zbiezna dla p € (0,3/2) i rozbiezna dla

p>3/2.



