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Zadanie ]. .
Funkcja f:R— R ma ciagly pochodna rzedu pierwszego na catej prostej. Wiadomo,
ze f(0)=0, f(5)=9, a ponadto dla dowolnej liczby rzeczywistej = zachodzi

f(@)#3.

Dowies¢, ze wowczas zachodzi nieréwnosé

1f(3)— i | <3.
W miejsce kropek nalezy wpisaé¢ konkretnag liczbe rzeczywista (niezalezng od f !!).

Rozwigzanie:

Poniewaz funkcja f’ jest ciagla, ma ona wtasnosé Darboux (w rzeczywistosci zalozenie
cigglodcei f/ nie jest potrzebne, gdyz pochodna funkcji rozniczkowalnej ma wlasnosé Dar-
boux nawet wtedy, gdy nie jest ciagta). Poniewaz f’ nie przyjmuje wartosci 3, musi albo
przyjmowac tylko wartosci wigksze od 3, albo tylko mniejsze od 3. Na mocy twierdzenia
Lagrange’a istnieje takie b€ (0,5), ze

f(B)—f0) _9
"b)="—2—"~=-<3
skad wynika, ze dla dowolnej liczby rzeczywistej x zachodzi nieréwnosé
f(z)<3.

7Z twierdzenia Lagrange’a wynika istnienie takiej liczby ¢ € (0,3), ze
£(3)= F(0)+(3-0)f () =3/ (c),
skad wobec nieréwnosci
f'(¢)<3
otrzymujemy
f(3)<9.
Z twierdzenia Lagrange’a wynika ponadto istnienie takiej liczby d € (3,5), ze
fB)=f(5)+(B3=5)f(d)=9-2f(d),

skad wobec nieréwnosci

fi(d)<3
otrzymujemy
f3)>3
Zatem f(3)€(3,9), czyli
[£(3) =6 <3.



Zadanie 2 o

W kazdym z zadan 2.1-2.2 udziel niezaleznych odpowiedzi TAK/NIE.

2.1 Czy podana catka niewtasciwa jest zbiezna

Tr+l
a) [ 25 dv NIE
1x—|—2

T+l
b) [ dr TAK
1x—l—?

1
z+1
———dx TAK
c) 0/$2—I—\/5 x

Za kazde zadanie, w ktérym podasz wszystkie poprawne odpowiedzi, otrzymasz 2 punkty.
Gdy w zadaniu braknie ci do kompletu 1 poprawnej odpowiedzi, otrzymasz 1 punkt.
Za poprawne rozwigzanie obu zadan otrzymasz 5 punktow.




Zadanie 3 .
Obliczy¢ warto$é¢ catki

/ 20 —T7
4024+ 17x+4
Pamieta¢ o uproszczeniu wyniku.

Rozwigzanie:
Mianownik funkcji podcatkowej rozktada sie na iloczyn czynnikéw liniowych

4a? +1Te+4= (2 +4)(4x+1).
Szukamy wiec przedstawienia funkcji podcatkowej w postaci sumy utamkéw prostych:
20 —17 A B
(z+4)(4z+1) z+4 Tl
20 —T=4Az+ A+ Bx+4B
2=4A+B —7=A+4B

A=1 B=-2

Zatem

6
207 1 1
d—/ d—<l A|—2-= In|d 1)
/4x2—1—17x+4 S 4:1:—1—1 v=(lnje+d]=2-7-Injdz+1]

6

r=2
:ln10—51n25—1n6+§1n9:ln2+ln5—ln5—ln2—ln3+ln3=0.

Odpowiedz: Podana w zadaniu catka ma wartosé 0.



Zadanie 4.

Wyznaczy¢ obszar zbieznosci zespolonego szeregu potegowego
i (_22')712,271
n=1 \/ﬁ

Rozwigzanie:

Stosujac kryterium d’Alemberta otrzymujemy

(_22')71+lz2n+2 ' \/ﬁ _ |2' n —>2|Z|2 ‘
vn+1 (—2i)nz2n n+1

Szereg jest wiec zbiezny, gdy 2|z|? <1, czyli |2| < 1/v/2, a rozbiezny, gdy 2|z
|z| >1/v/2.

Pozostaje rozstrzygniecie przypadku |z| =1/v/2. W tym przypadku szereg potegowy
przyjmuje postac

2>1, czyli

o0

2zz
Z

gdzie |—2i2?| =1. Jezeli —2i2*> =1, to szereg sprowadza sie do
L
n=1 n 7
jest wiec rozbiezny.
Natomiast w przypadku, gdy w = —2iz? jest liczba o module 1, ale rézna od 1, szereg

>
n=1 n
jest zbiezny na mocy uogoélnienia twierdzenia o szeregach naprzemiennych, gdyz ciag
(1/4/n) malejaco dazy do zera.
Pozostaje do rozwigzania réwnanie
—2iz*=1,
czyli
2 =1/(-2i)=1i/2.

Liczba i/2 ma modut 1/2 oraz argument 7/2, skad

1 1 3
z= iﬁ (cosz +isinz> =+ (2 + ;) .
Odpowiedz: Dany w zadaniu szereg jest zbiezny w kole o srodku W zerze 1 promieniu
1 %

1/4/2 oraz na okregu ograniczajacym to kolo, za wyjatkiem punktow +5 oraz —g — 3.



Zadanie 5 .

Obliczy¢ warto$é¢ granicy

n n n n
lim + + + +...+ .
n—>00<3n2+(n+1)2 3n?2+(n+2)2  3n2+(n+3)%2 3n’+(n+4)? 12n2>
Pamieta¢ o uproszczeniu wyniku.
Rozwigzanie:
Przepisujemy dana w tersci zadania granice w postaci
2 2 2
i n 1 & 1 dx
lim  ————— = lim — = / )
n—><>0kz::13n2—i—(n—i—k)2 N*Oon,;3+(1+k/n)2 / 3+ (1+1z)?

Wykonanie podstawienia y =1+, gdzie formalnie dx = dy, prowadzi do catki
3

dy 7/ dy
_ .
13V 343(y/vE)

Wykonanie podstawienia z =1v/+/3, gdzie formalnie dy = v/3dz, prowadzi do calki

V3 V3
1 1 1 /m « T

1 dz 1
V3 1+22 /3 V3 V3] V3\3 6/ 63
1/V3 2=1/V/3

Odpowiedz: Dana w zadaniu granica ma wartos¢ 6—%.

arctgz

Inna naturalna posta¢ wyniku to “1—83.



Zadanie 6 .

Obliczy¢ catke

/:cp-ex dz

dla odpowiednio dobranej wartosci parametru rzeczywistego p € [3,8].
Rozwigzanie:
Wykonujac podstawienie y = 2™, ktoremu towarzyszy formalna zalezno$é

dy = mx™ 'dx, otrzymujemy caltke

1/y(p—frJrl)/Tr.ey dy .
T

Staramy sie dobra¢ warto$¢ parametru p tak, aby wyktadnik (p—m+1)/7 byl liczba
catkowitg nieujemnag. W tym celu szukamy p postaci km—1, gdzie k jest catkowite.
Poniewaz m—1 <3 oraz 3mr —1>9—1=8, jedynie dla k =2 wartos¢ parametru p znajdzie
si¢ w okreslonym warunkami zadania przedziale [3,8].

Zatem p=2m — 1. Catkujac ostatnig catke przez czesci otrzymujemy

1 1 1 1 - .
—/y-eydy:— (y-ey—/eydy> =—(y-e’—e")+C= —(:B’r~ex —e” )—1—0.
™ T

™ ™

Odpowiedz: Dana w zadaniu catka wynosi % (x” et — e“”:r) +C.

Inna naturalna posta¢ wyniku to & (2™ —1)e” +C.



Zadanie 7.

Znalez¢ taka liczbe rzeczywistag A, ze funkcja
e — 3T 21

flx)= a?
A dla =0

jest rézniczkowalna w zerze i obliczy¢ f'(0) dla tej wartosci A.

dla z#0

Rozwigzanie:

Korzystajac z definicji pochodnej funkeji otrzymujemy

_ f(h) f(()) . EM—Z# A Pl _eBh_9h _ AR2
' JU)—J\u) T A
J(0)= fl}mﬂ . = }ZLmO . = }1le0 73 :

Przy h dazacym do 0O iloraz pod znakiem granicy przyjmuje posta¢ nieoznaczong %,

mozemy wiec zastosowac regute de I’'Hospitala. Otrzymujemy

. bePh—3e3h—2_2Ah
lim .
h—0 3h?

Przy h dazacym do 0O iloraz pod znakiem granicy przyjmuje posta¢ nieoznaczona %,

mozemy wiec po raz drugi zastosowaé regute de I’'Hospitala. Otrzymujemy

. 25 —Q9ed3h 924
lim .
h—0 6h

16—2A

Przy h dazacym do 0 iloraz pod znakiem granicy przyjmuje posta¢ nieoznaczona —;

Zatem dla A #8 obliczana granica nie istnieje (a dokladniej jest +00), wiec funkcja f
nie jest rézniczkowalna w zerze. Natomiast dla A =8 mozemy po raz trzeci zastosowaé

regute de I’'Hospitala. Otrzymujemy
125¢5" —27¢3" 98 49
im——=—=—.
h—0 6 6 3

Odpowiedz: Funkcja f jest rézniczkowalna w zerze dla A =8 1 wowczas f'(0) =49/3.



Zadanie 8 .
Wyznaczy¢ najmniejsza i najwiekszg wartosé funkcji
f(x)=x—2arctgx

na przedziale [0,4]. Podaé¢ punkty, w ktérych wartosci najmniejsza i najwieksza sa osia-

gane.
Rozwigzanie:

Obliczamy pochodna funkcji

Rozwiazujemy réwnanie f'(z)=0:

r==+1

Poniewaz interesuja nas tylko miejsca zerowe pochodnej nalezace do przedziatu (0,4),

odrzucamy x = —1.

Obliczamy wartosci funkeji na koncach przedziatu i w miejscu zerowym pochodnej:

f(0)=0

N

f(l)zl—Qarctglzl—Q-—zl—g<O

=~

f(4)=4—2arctgd >4—-2-—=4—71>0

NN

W oszacowaniu f(4) wykorzystaliSmy nier6wnos¢ arctgd < /2.
Odpowiedz: Na przedziale [0,4] funkcja f osiaga najmniejsza wartosé rowna 1 — /2

w punkcie 1, a najwiekszg wartos¢ rowng 4 — 2arctg4d w punkcie 4.



