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Egzamin 2.02.2007

Zadanie ]_ .

W kazdym z ponizszych zadan udziel czterech niezaleznych odpowiedzi TAK /NIE.
Za kazde zadanie, w ktorym podasz cztery poprawne odpowiedzi, otrzymasz 1 punkt.
Za udzielenie 15 poprawnych odpowiedzi otrzymasz 4 punkty.

Za udzielenie poprawnych odpowiedzi we wszystkich 16 podpunktach otrzymasz 5 punk-
tow.

1.1 O formule zdaniowej T'(n) wiadomo, ze prawdziwe jest 7°(1), a ponadto dla kazdej
liczby naturalnej n zachodzi implikacja T'(n) = T'(2n). Czy stad wynika, ze prawdziwa
jest implikacja

a) T(3) = T(12) TAK

b) T(10) = T(5) NIE

c) T(32) = T(16) TAK

d) T(6)=T(8) TAK

1.2 O formule zdaniowej T'(n) wiadomo, ze T'(1) jest prawdziwe, T'(100) jest fatszywe,
a ponadto dla kazdej liczby naturalnej n zachodzi implikacja T'(n) = T'(n+2). Czy stad
wynika, ze

a) T(101) jest prawdziwe TAK

b) T(300) jest prawdziwe NIE

c) T'(50) jest falszywe TAK

d) 7°(200) jest fatszywe NIE

1.3 Czy zbiezny jest szereg

Vvn+1
IE
Zn\/_+7
IYn+1
TAK
Zn\/_+7
v+l
IE
Zn\/_—i-?
Z V/n+1 NIE
“nYn+T
14 Czy zblezny jest szereg
a) Z — NIE

b)Z \/_ 1NIE

c) Z \/_—i-l TAK

d) Z nT1 TAK



Zadanie 2 .

W ponizszym zadaniu udziel dziesieciu odpowiedzi. Za n poprawnych odpowiedzi
otrzymasz max(0,n—5) punktow.
Przypomnienie: na analizie liczby 0 nie uwazamy za liczbe naturalna.

Poda¢ kresy zbiorow.

a)A—{Zig:neN} inf A=1 sup A=3/2

n

b)B—{;':nEN} inf B=0 sup B=7°/6!

c) C= {:L’2: x € (—3,—2)U(1,2)} infC=1 supC=9

d) D={27":2€(-1,2)} infD=1/4 supD=2

e) E= {2“"”2 S (—2,\/5)} inf E=1 sup E=16

2



Zadanie 3 .
W ponizszym zadaniu udziel pigtnastu niezaleznych odpowiedzi TAK/NIE. Za n
poprawnych odpowiedzi otrzymasz max(0,n—10) punktow.

Zmienne m,n, N przebiegaja zbidr liczb naturalnych.

Wyrazy ciagu (a,) spetniaja warunek
1
Y a,—n|<—.
n n

Czy stad wynika, ze
a) ciag (a,) jest zbiezny NIE
b) ciag (a,) jest rozbiezny TAK
c) v ay > 0 TAK
d) 3 an < 37 TAK

e) 3 a, >37 TAK

f)

=1

XX (N <m<n=l|ay,—a,| <N) NIE
g) vV (m#n= ay+#a,) NIE

h) a; <ay NIE

i) as # a3 TAK

j) laz—as| <1 NIE

1

k) \ag—a4]>§ NIE
1

1) \a4—a5]>§ TAK
1

rn) |&5—CL6’<§ NIE

1
n) |asr —ars| < 0 NIE

O) |CL37—CL73‘ >10 TAK



Zadanie 4 .

Uzasadnienie poprawnosci przyktadéw nie jest wymagane.

Za poprawne podanie obydwu przyktadéow otrzymasz 5 punktéw

a) (2 punkty) Poda¢ przyklad takiego szeregu zbieznego Z a, o wyrazach nieujem-
nych i sumie réwnej 1/3, ze dla nieskonczenie wielu liczb naturalnych n zachodzi réwnosé
3—\/%.
Rozwigzanie:
Wystarczy przyja¢ a, = \:3}_ dlane {64’“ keN } oraz a, =0 dla pozostatych n.

n

Ay =

b) (2 punkty) Podaé przyktad takiego szeregu potegowego i% anx", 7€
n=0

Zanx”:i% dlax=1 oraz Zanx”:% dla x=4.
n=0 n=0
Rozwigzanie:

Wystarczy przyjaé ag=—4, a1 =7 oraz a,, =0 dla n > 2.



Zadanie 5 .

Obliczy¢ sume szeregu

> 1
nz:; n2—1"
Rozwigzanie:

Szukamy takich liczb A1 B, ze
1 1 A B

— 4+ ,
n’—1 (n—1)(n+1) n—1 n+l1

Po wymnozeniu prawej réwnosci stronami przez (n—1)(n+1) otrzymujemy

1=An+1)+B(n—-1).

Dla n =1 otrzymujemy A=1/2, natomiast przyjecie n=—1 daje B=—1/2.

Zatem N-ta suma czesciowa danego szeregu wyraza si¢ wzorem

N1 1 1 1 1//1 1 1 1 1 1
oS3 ) =3 (G 5)+ G- DG -5) v
N Z;n%-1 QZ; 1 nr1) 2W173)T\271) " \375) 7

(v vo) o) (o va) -
" \N-3 N-1 N—-2 N N—-1 N+1/))

_1(1+1 1 1 )
~2\1 2 N N+1/)’

co przy N dazacym do +oo zbiega do 3/4.

Odpowiedz: Dany w zadaniu szereg ma sume réwna 3/4.



Zadanie 6.
Na wyspach Bergamutach podobno jest kot w butach i podobno zamiast pochodne;j

funkcji uzywa sie tam karopochodnej definiowanej wzorem

0 (@) = lim LETM =20 @)+ fle—h)

12
Wyprowadzié¢ wzér na f¢(x), jezeli f(z)=1z>.
Rozwigzanie:
oy J@Hh)=2f(@)+ flx—h) . (x+h)’—22°+(z—h)®
[ (@) = }gr(l) 52 = }lllir(l) 2 =
. 6xzh?
:}lllg% 2 :}llli%Gx—(Sx.

Odpowiedz: f¢(z)= 6.



Zadanie 7.
Rozstrzygnac, czy liczba log,14 jest wymierna.
Rozwigzanie:

Udowodnimy, ze podana w zadaniu liczba jest niewymierna. Z réwnosci
logy14 =1+log, 7

wynika, ze zadanie sprowadza sie¢ do udowodnienia, ze liczba log,7 jest niewymierna.
Przeprowadzimy dowdd nie wprost. Zatézmy, ze liczba log, 7 jest wymierna i zapiszmy
ja w postaci utamka m/n o naturalnym liczniku i mianowniku.

Woéwezas
2m/n =1,

skad

2m=17".
Jednak powyzsza réwnos¢ nie moze zachodzi¢, poniewaz liczba po lewej stronie jest
parzysta, a liczba po prawej stronie jest nieparzysta. Otrzymana sprzecznosé dowodzi,
iz btedne byto przypuszczenie, ze liczba log,7 jest wymierna. Zatem udowodnilismy, ze
jest ona niewymierna.

Odpowiedz: Liczba log,14 jest niewymierna.



Zadanie 8 .

Wyznaczy¢ przedziat zbieznosci szeregu potegowego

co YN .an

Z 1, 1000 )

Rozwigzanie:

Stosujac kryterium d’Alemberta otrzymujemy
n 1000 +oo>1 dla ’J}'|>1
:2-\3:]2”“-(1) — 2>1 dla |z|]=1
nt 0<1 dla |z|<1

on+1 _x(nﬂ)2 1, 1000

(n+1)1000 “om . gn?

Stad wynika, ze dany szereg jest zbiezny tylko dla |z| < 1.

Odpowiedz: Przedzialem zbieznosci danego szeregu potegowego jest przedziat (—1,1).



