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Zadanie ]_ .

Rozstrzygnaé istnienie granicy
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Zatem dla n > 10 dana w tresci zadania granica nie istnieje.

Natomiast dla n < 10 wykorzystujemy nieréwnosci
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przy (z,y,z) — (0,0,0). Na mocy twierdzenia o trzech funkcjach dana w zadaniu granica
istnieje i jest rowna 0.
Odpowiedz: Dla n>10 dana w treSci zadania granica nie istnieje, natomiast dla

n <9 istnieje i jest rowna 0.



Zadanie 2.
Metryka na zbiorze M nazywamy kazda funkcje d: M x M — [0,4+00) spelniajaca wa-
runki:
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2° d =d

e (z,y) =d(y,v)

3° v d(z,z) <d(z,y)+d(y,z)
z,y,2eM

Rozstrzygnaé, czy funkcja d okreslona wzorem
d((w1,2,73), (y1,92,93)) = (21— 41)" + (22— y2)" + (23— y3)”
jest metryka na R3.
Rozwigzanie:
Nie, bo nie spelnia warunku 3° (nieréwnosé trojkata).
Niech np. x=1(0,0,0), y = (1,0,0), z=(2,0,0).
Wtedy

d(z,2)=4>2=1+1=d(z,y)+d(y,2).



Zadanie 3 .

Wyznaczy¢ najmniejsza i najwiekszg wartosé funkcji
flxy,z)=x+8y+27z

na zbiorze

Z = {(a:,y,z): x3+y3+z3:1}

oraz poda¢, w ktorych punktach te wartosci sa osiagane.

Rozwigzanie:

Dla dowolnej liczby rzeczywistej = punkt (x, —z, 1) nalezy do zbioru Z, a przy tym
f(z,—x,1) = —Tx+27. Poniewaz wyrazenie —7x+27 przyjmuje wszystkie wartosci rze-
czywiste, funkcja f na zbiorze Z przyjmuje wszystkie wartodci rzeczywiste.

Odpowiedz: Na zbiorze Z funkcja f jest nieograniczona od géry i od dotu. Kresem

dolnym zbioru jej wartosci jest —oo, a géornym +oc.



Zadanie 4.
Wyznaczy¢ najmniejsza i najwiekszg wartosé funkcji
f(z,y,2)=x+8y+27z
na zbiorze
Z= {(m,y,z) catpytrt= 1}
oraz poda¢, w ktorych punktach te wartosci sa osiagane.
Rozwigzanie:
Oznaczajac g(x,y,2) =z +y*+ 21 — 1 otrzymujemy
grad f(z,y,2z) = (1, 8, 27)
oraz
gradg(z,y,2) = (423, 4%, 42°) = 4(23, 2, 2°) .
Poniewaz wektor (1,8, 27) jest niezerowy, powyzsze gradienty sa liniowo zalezne, gdy
wektor (23, y3, 2%) jest wielokrotnoscia wektora (1,8, 27), a wiec, gdy y° = 8z® oraz

2% =272, Rozwigzujac uklad réwnan
iyttt = 1

y3 — 81’3
2 = 2728
otrzymujemy kolejno
y=2x
z=3x

g4+ 162* +812t =1
98z* =1
x=+1/v98
y::t?/é/@
2=43/V98.

Obliczamy wartosci funkcji f w otrzymanych punktach krytycznych.
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Odpowiedz: Na podanym zbiorze funkcja f osiaga najwickszg wartosé réwna 9834,

a warto$¢ najmniejszg réwng —98%4, w punktach podanych wyzej.



Zadanie 5 .
Funkcja f jednej zmiennej jest okreslona i rézniczkowalna w pewnym otoczeniu zera,

a ponadto dla kazdego punktu = swojej dziedziny spetnia rownanie

Obliczy¢ f/(0).
Rozwigzanie:

Rézniczkujac stronami rownanie dane w treéci zadania otrzymujemy

20+2f(2)f'(x) = f(x) +af (z),
skad
flx)—2z

f’(x)zm7

o ile wyrazenie w mianowniku jest rézne od zera. Dla x =0 otrzymujemy (f (O))2 =1,
skad f(0)==1, co daje 2f(0) —0+#0.

Zatem

niezaleznie od f(0).



Zadanie 6 .

Zastosowaé wzdér Greena
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1 obszaru

Q={(z,y): 3lz| -2<2”+y* <9}

Obliczy¢ obie strony wzoru i poréwnaé¢ wyniki.
Rozwigzanie:

Zastosowanie wzoru Greena daje

/—ydx+xdy://2~dxdy.
09 Q

(422481)

Obszar €2 jest kotem o $rodku (0, 0) i promieniu 3 z usunietymi dwoma kotami o $rodkach

(£3/2,0) i promieniach 1/2.

Zatem caltka po prawej stronie wzoru (422481) jest réwna podwojonemu polu obszaru

Q, czyli
2~Gm-2-z>:1%p

Calka po lewej stronie wzoru (422481) jest suma trzech catek po okregach.

Pierwszy okrag ma srodek (0, 0), promien 3 i moze byé sparametryzowany wzorami

x = 3cost
Yy = 3sint
t €0, 27|

co prowadzi do
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Pozostate dwa okregi maja srodki (£3/2,0), promienie 1/2 i moga by¢ sparametry-

zowane wzorami
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Jednak taka parametryzacja wyznacza skierowanie przeciwzegarowe, a okregi te, jako
czes¢ brzegu obszaru €, sg skierowane zegarowo. Musimy wiec zmieni¢ znak otrzymanych

calek. Ostatecznie lewa strona wzoru (422481) ma warto$¢
187—2- 2 =17r.

Zatem obie strony wzoru (422481) maja te sama warto$¢ rowna 177,



Zadanie 7.
Wyznaczy¢ srodek ciezkosci bryty
Q={(z,y,2): v,y [-1,1] A0<Lz< 2> +9y*}.

Rozwigzanie:

Z uwagi na symetrie bryly, jej érodek ciezkoséci lezy na osi OZ, nalezy wiec tylko
wyznaczy¢ jego wspotrzedna z-owa.
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Odpowiedz: Srodek ciezkoéci bryty Q lezy w punkcie (0,0, 5/12).



Zadanie 8 .

Obliczy¢ wartosé catki
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Rozwigzanie:

Przechodzac do wspdtrzednych biegunowych otrzymujemy
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Odpowiedz: Catka ma wartosé¢ mln 5.



