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Zadanie ]. .
Rozstrzygnac¢ istnienie granicy
I xyz"
im —————
v0 x2+yt4 212
z—0
w zaleznosci od parametru naturalnego n.
Rozwigzanie:
i xyz"
im ————— =
3‘638 .’L'2 +y4+212
z—0
=0
rya" 91n +oo dla n<3
T I 0 dla n>3
=20
y=23

Zatem dla n <3 dana w treéci zadania granica nie istnieje.
Natomiast dla n > 3 wykorzystujemy nieréwnosci
1/2
2| < (x2+y4+z12) /
1/4
ly| < (x2+y4+z12)
1/12
2] < (x2—|—y4+212> /
do oszacowania
TYz
z?+yt+21
przy (z,y,z) — (0,0,0). Na mocy twierdzenia o trzech funkcjach dana w zadaniu granica
istnieje i jest rowna 0.
Odpowiedz: Dla n < 3 dana w tresci zadania granica nie istnieje, natomiast dla n > 4
istnieje i jest rowna 0.

n 1/241/4+n/12—1
H

)<n73>/12

< (22 +yt 42" = (2 +y'+2"




Zadanie 2.
Wyznaczy¢ potencjal pola wektorowego

y? axy
1+ 2294 1+ 22yt

dla kazdej wartos$ci parametru rzeczywistego a, dla ktérej ma ono potencjat.
Rozwigzanie:
Pole wektorowe (P,()) nie posiadajace osobliwosci ma potencjal wtedy i tylko wtedy,

gdy P, =Q),.
Obliczamy
0 v 2y-(I42%yh) -y 42y 2y+420%y° —datyS 2y —2a%y°
Oy 1+ 2%y (1+22y4)? (1+22y4)? (1+22y4)?
0 axy  ay-(14+2%y")—azy 22y ay+ax’y® —2ax?y®  ay—ax?y’
Ox 1+ 22yt (1+22y4)° (142294 (142294

i stwierdzamy, ze powyzsze pochodne czastkowe sg tozsamosciowo réwne wtedy i tylko
wtedy, gdy a=2.
Przyjmujemy wiec a =2 i wyznaczamy potencjat obliczajac catke
(Io’yo) y2 Qxy

dr + dy .
1+ 2294 v 1+ 2294 y

(0,0)
Do obliczenia catki wykorzystujemy parametryzacje

T =zl
Y =1yot
te€[0,1]
otrzymujac
o) y? 2xy _ / yot” 20yot” B / 3zoyst”

Yo

x+ = | T 546 V0T T 2 46" = | 72 a6 4-
1+ 2294 1+ 2294 4 ) 1+ zdyts 0 1+ 2dygto ) 1+ xdyto

(0,0)
Jezeli o =0 lub yo =0, powyzsza caltka jest réwna 0. W przeciwnym razie po wykonaniu
podstawienia

§= xgygt?’

ds = 3zoyatidt

otrzymujemy
ong

= arctg (o} ,
s=0

zoy?

70 ds ;
= arctgs

J 1+ 2 &

co zgadza sie z wartoscig 0 otrzymanag w przypadku, gdy zo=0 lub yq=0.
Odpowiedz: Podane pole wektorowe ma potencjat tylko dla a =2. Wowczas poten-
cjal jest dany wzorem arctg(zy?).




Zadanie 3 .

Zmieni¢ kolejnos¢ catkowania w catce
2 42

/\/gdydx.
—1 22

Obliczy¢ obie calki i poréwnaé¢ wyniki.
Rozwigzanie:

Obliczamy wartos¢ danej w tresci zadania catki:

2 242 2, z+2 2, 5
ydyder= [ Zy*? de= | S(z+2)*? |z do=
3 3 3
1 42 -1 y=a? 1
2
4 1 128 8 4 1 124 8 1 1
= —(42)"? 2 |z|a® =— - ——— =— ——-—=-= -2
15 6 5 3 15 6 15 3 6 15
r=—1
8—20—-5 17 13 163
* 30 30 30 30

Pominig¢cie modutu prowadzi do btednego wyniku:
2

2

—3-

8
3

2
2 2 4 1 128 8 4 1 124
4 20)3/2 _ L8 gy — = 9)5/2 _ = 4 _ 140 5 L_1sx 0
/13<x+) gt dr =5 2)" - 5 3 156 15
_ r=—1
4 2 1 8—20+5 7 23 173
S IR D SR ST N U o i i
T 576 T 30 30 30 30

Zmiana kolejnosci catkowania prowadzi do catki (nalezy zrobié rysunek!):
1

VY 4 VY 1 4
/ \/gdxder//\/ﬂdxdy:/dey+/y—y\/§+2\/§dy:
Y 1y-2 0 1

0 -5
1 9 4
) V2 s A 64 32 1 2 4
— Z_Z il I S i P E
U I et 5 73 27573
y=0 y=1
62 28 1 2 1 1 —12410—15
48— 4R 1249 T
RS S 57T =07F 30
17 13 163
Y L e i
30 °30 30

1
6

ro=
5=



Zadanie 4 o

Wyznaczy¢ i sklasyfikowa¢ punkty krytyczne funkeji
f(xvyvz) = axQ +ay2 +a22 +xy—|—yz+2xz

w zaleznosci od parametru rzeczywistego a.
Wolno pominaé¢ trzy wartosci parametru a.
Rozwigzanie:

Gradient funkcji f dany jest wzorem
grad f(x,y,2) = (2ax+y+2z, 2ay + x + 2z, 2az +y+2x) .

Przyrownujac gradient do zera otrzymujemy uktad rownan

2az+y+2z = 0
2ay+x+z = 0
2az4+y+2z = 0

Zauwazamy, ze =1y =z =0 jest rozwigzaniem tego uktadu. Jest to jedyne rozwigzanie,

o ile macierz wspotczynnikéw uktadu réwnan ma niezerowy wyznacznik.

Obliczamy
2¢ 1 2
det| 1 20 1 ::8a3—-12a4-4::4-(2a3-3a4-1).
2 1 2a

Rozwiazujac rownanie

206 —3a+1=0

zauwazamy, ze jest ono spelione przez a =1. Po wydzieleniu przez a—1 otrzymujemy
2a°+2a—1=0,
€O ma rozwigzania

a

 —1+£V3
=

Odrzucamy wiec a =1 oraz a=(—14+/3)/2, a dla pozostalych wartoéci parametru a

punkt (0,0,0) jest jedynym punktem krytycznym funkcji f.
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Hesjan funkcji f ma postaé

2¢ 1 2
Hf(zy,2)=1 1 2a 1
2 1 2a
Zauwazamy, ze
>0 dla a>0
2a¢ =0 dla a=0
<0 dla a<0
5 1 >0 dla |a|>1/2
det< 1 2a>:4a2—1 =0 dla |a|=1/2
<0 dla |a|<1/2
oraz
2 1 2 dl 13 (1 Y¥3\u
det| 1 20 1 |=8a®—120+4f 0 dla ac((=1=75" (C1H51) U, 4oo)
5 1 94 <0 dla a€(—oo, (=1 - YU ((-1+¥2 1)

Dla a>1 hesjan jest dodatnio okreslony i w punkcie (0,0,0) funkcja f ma lokalne
minimum.

Dla a < (—1—+/3)/2 hesjan jest ujemnie okreslony i w punkcie (0,0,0) funkcja f ma
lokalne maximum.

Dlaa€ ((—=1-v3)/2, (=1++/3)/2)U((—1++/3)/2, 1) hesjan jest nieokreslony i wow-
czas punkt (0,0,0) jest punktem siodlowym (zrobi¢ schemat znakéw poszezegdlnych wy-

znacznikéw i wykorzystaé np. nieréwnosé (—1++/3)/2<1/2).



Zadanie 5 .
Wyznaczy¢ najmniejsza i najwieksza wartos¢ funkceji
f(z,y,2z) =3z +4y+ 62 —2|y|
na sferze

S= {(x,y,z) cat 4yt = 1}
oraz podaé, w ktorych punktach te wartosci sg osiggane.
Rozwigzanie:
1° Na potsferze okreslonej warunkami
w22 —1=0, y>0
funkcja przyjmuje postaé

flx,y,2z)=3x+2y+62.
Woéwezas oznaczajac g(x,y,2) =22 +y> + 22 — 1 otrzymujemy

gradf(z,y,2) = (3,2,6)

oraz

gradg(z,y,2) = (22,2y,22) =2(x,y,2) .

Poniewaz wektor (3,2,6) jest niezerowy, powyzsze gradienty sa liniowo zalezne, gdy wek-
tor (z,y,z) jest wielokrotnoscia wektora (3,2,6), a wiec, gdy y =2x/3 oraz z=2z. Roz-

wigzujac uktad rownan

Pyt = 1
y = 2x/3
2 = 2

otrzymujemy kolejno
427 9+ 42° =1

492%/9 =1
x=+3/7
y=42/7
z2=246/7.

Wobec nieréwnosci y >0 za ”+” przyjmujemy ”+”.

Obliczamy warto$¢ funkcji f w otrzymanym punkcie krytycznym:

3 2 06
f(7’7’7)_7
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2° Na potsferze okreslonej warunkami
2yt 22—1=0, y<0
funkcja przyjmuje postac
flx,y,z)=3x+6y+62.
Woéwezas oznaczajac g(x,y,2) =22 +y?+ 22 — 1 otrzymujemy

gradf(x,y,z) = (3’676)
oraz

gradg(z,y,2) = (22,2y,22) =2(x,y,2) .

Poniewaz wektor (3,6,6) jest niezerowy, powyzsze gradienty s liniowo zalezne, gdy wek-
tor (z,y,z) jest wielokrotnoscia wektora (3,6,6), a wiec, gdy z=y=2x. Rozwiazujac

uklad réwnan

y = 2z
r = 2z

otrzymujemy kolejno
w2440 +42% =1

97° =1
r==+1/3
y=z==2/3.

Wobec nieréwnosci y <0 za ”"+” przyjmujemy ”—".

Obliczamy warto$¢ funkcji f w otrzymanym punkcie krytycznym:

1 2 2
——,—=,—=|]=-9.
f( 37 3 3>
3° Na okregu okreslonym réwnaniami
Py —-1=0, y=0

funkcja przyjmuje postaé
f(z,y,2) =3x+62.

Woéwezas oznaczajac gi(r,y,2) = x?+y>+ 22 —1 oraz go(x,y,2) =y otrzymujemy
gradf(z,y,2) = (3,0,6)
gradg; (z,y,2) = (2x,2y,22) = 2(x,y,2)
oraz

gradfh(x?yaZ) = (07170) .
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Powyzsze gradienty sa liniowo zalezne, gdy wyznacznik macierzy

3 0 6
Ty z
0 10

jest rowny zero. Obliczamy

det

o R
—
N
I
(@)
8
|
o
N

Rozwiazujac uktad réwnan
4yt +? =1
y = 0
6r—3z = 0

otrzymujemy kolejno

z=2x
r?44x? =1
522 =1
r==+1/V5
z==42/V5.
Obliczamy wartosci funkcji f w otrzymanych punktach krytycznych:

1 2
7{J5:0 75) ~2vB= Vi< =7

f<—\}5,0, —\%) =-3vV5>-3.3=—-9.

Odpowiedz: Na podanym zbiorze funkcja f osigga najmniejsza wartos¢ —9 w punkcie
(—=1/3,—-2/3,—2/3), a warto$¢ najwieksza réwna 7 w punkcie (3/7,2/7,6/7).



Zadanie 6 .
Wyznaczy¢ najmniejsza i najwiekszg wartosé funkcji
flay,z)=2"+y"+2*
na zbiorze

Z = {(x,y,z): =Nyt 4 = 142—24}

oraz poda¢, w ktorych punktach te wartosci sa osiagane.
Rozwigzanie:
Dowolny punkt (z,y,z) nalezacy do zbioru Z spetia warunek

222 =142—24,

czyli
2 =72—-12,
skad z=3 lub 2 =4.
Zatem zbior Z sktada sie z dwoch okregow:
2=3, 2*+y?=9 (o)
oraz
z=4, 2*+y*=16. (M)

Wobec réwnania z2 +y* = 22 funkcja f na zbiorze Z jest dana wzorem f(z,y,z) = 222

Odpowiedz: Na okregu (&) funkcja f przyjmuje warto$¢ najmniejsza réwna 18,

natomiast na okregu (#) warto$¢ najwieksza rowng 32.



Zadanie 7.

Obliczy¢ pole powierzchni fragmentu paraboloidy obrotowej
S={(2,y,2): 2*+y*=2<6}.

Rozwigzanie:

Powierzchnia S jest wykresem funkcji, ma wiec naturalng parametryzacje parametra-

miz, y
rT=z
y=y
2 =1 +y2 )
gdzie
2 +y* <6
Oznaczajac
Q= {($,y) cx? iyt < 6}
otrzymujemy

//1-dS://\/1+4x2+4y2d:pdy,
S Q

co po przejéciu do wspotrzednych biegunowych prowadzi do catki
216 V6

[ [ Vi@ rardp =2 [Vida? rar.
00 0

Wykonujac podstawienie

t=4r’+1
dt = 8rdr
otrzymujemy
7 2. 1247 62
Z/\ﬁdt:%ti”/? =T2s-1)=—"= Tﬁ
1 t=1

10



Zadanie 8 .

Zastosowaé wzor Stokes’a
/Pda:+Qdy+Rdz=//R;—Q; dydz+ P~ R, dzdv+Q, — P, dv dy
a8 s

do catki krzywoliniowej

/x2dy

as

i powierzchni

S={(x,y,2): 2> +y°=2<2x}.

Obliczy¢ obie strony wzoru i poréwnaé wyniki.
Rozwigzanie:

Zastosowanie wzoru Stokes’a daje

/ w2y = / / 2 -dx dy. (160426514)
a8 S
Powierzchnia S jest wykresem funkcji, ma wiec naturalng parametryzacje parametrami

z, Y
r=x
y=y
e=a 4y,
gdzie
2 4+y2 <2

2?2 —2r+1+1y*<1
(x—1)*4+9*<1.
Parametryzacja ta wyznacza orientacje powierzchni S do goéry. Oznaczajac
Q={(z,9): (e=1) +y* <1}
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otrzymujemy

Oz
220
//Qxd:vdy://Qm-det(gxay)dxdy://Qxdmdy,
dy Q

S Q
co po przejsciu do przesunietych wspotrzednych biegunowych

r=1+rcosyp
y=rsiny

prowadzi do catki
27 1 27 1 2

1
//(2+rcosg0)-Td?“dgpz//27"+7“2cos<pd7“dgoz/l-i-gCOS(PdSOIzW-
00 00 0

ObliczylisSmy wiec warto$¢ catki wystepujacej po prawej stronie wzoru (160426514).
Aby obliczy¢ wartosé catki wystepujacej po lewej stronie wzoru (160426514), nalezy

zrozumieé, czym jest brzeg powierzchni S. Otéz jest on elipsa o parametryzacji
x =1+ cost
Yy =sint
z=2+2cost
te |0, 27|
Parametryzacja ta wyznacza skierowanie elipsy zgodne z orientacja powierzchni S.

27

27
/xzdy:/(1+cost)2-costdt:/cost+2coszt+cos3tdt:27r.
ds 0 0

Zatem obie strony wzoru (160426514) maja te sama warto$é¢ réwna 27.
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