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13. Kresy zbioréw.
Konwersatorium 19.12.2006 (zad. 350-367)
Cwiczenia 20.12.2006 (zad. 336-349, 368)

Definicja: Zbiér Z C R nazywamy ograniczonym z gory, jezeli

3 V z<M.
MeR zeZ

Kazda liczbe rzeczywista M € R spelniajaca warunek
VY <M

T€EZ
nazywamy ograniczeniem gornym zbioru Z.

Definicja: Zbior Z C R nazywamy ograniczonym z dotu, jezeli

3V z>M.

MeR z€Z
Kazda liczbe rzeczywista M € R spelniajaca warunek

Y x>M

hI<yA
nazywamy ograniczeniem dolnym zbioru Z.

Definicja: Zbiér Z C R nazywamy ograniczonym, jezeli jest jedno-
czes$nie ograniczony z dotu i z gory.

Definicja: Jezeli niepusty zbior Z C R jest ograniczony z gory, to
kresem gérnym zbioru Z nazywamy jego najmniejsze ograniczenie gor-
ne i stosujemy oznaczenie supZ. Istnienie takiego najmniejszego ogra-
niczenia wynika z zasady ciagtosci Dedekinda. Jezeli zbior Z jest nie-
ograniczony z gory, przyjmujemy supZ =-+oo. Ponadto przyjmujemy
supf) = —oco. Analogicznie okreslamy kres dolny zbioru, oznaczany przez
infZ.

Whniosek: Jezeli niepusty zbior Z CR jest ograniczony z gory, to
liczba G jest jego kresem gérnym wtedy i tylko wtedy, gdy

vV <G

T€EZ
oraz

vV 3 r>G-—¢.

e>0 zeZ
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Zadania.

Zmalez¢ kres gorny i dolny nastepujacych zbiorow. Zbadaé, czy po-

dane zbiory zawieraja swoje kresy:
336. {rcR: 2*<2} 337.{1%:neN} 338.{L1+1i:mneN}
339. {zcR: z*>5} 340. {Z+2 . mneN, m<n}

2mn

Niech A i B bedg niepustymi ograniczonymi zbiorami liczb rzeczy-
wistych. Niech a; =infA | ay =supA , by =infB | by =supB. Co mozna
powiedzie¢ o nastepujacych kresach:

341. sup(AUB) 342. inf(AUB)

343. sup(ANB) 344. inf{—a: a€ A}

345. sup{a+b: a€ A,be B} 346. sup{a*: a€ A}
347. inf{a*: a€ A}

348. Zbiory A i B sg niepuste i ograniczone. Zbiér B jest skoniczony i
wszystkie jego elementy sg rézne od 0. Czy zbiér {§ : a € A,b€ B} musi
by¢ ograniczony? Odpowiedz uzasadni¢.

349. A jest takim niepustym zbiorem ograniczonym liczb rzeczywi-

stych, ze infA=—1, supA=2. Jakie wartosci moga przyjmowac kresy

zbioru {|a|: a € A} 7 OdpowiedZ uzasadni¢ przyktadem lub dowodem.

Przeczytaj ponizsze warunki. Ktore z nich sg rownowazne temu, ze

g=supA ?

350. (vAa<g>/\<v 3 a<g—i—6>
ac

e>0a€A

351. <‘v’ a<g>/\<v 3 |a—g|<5)

a€A e>0acA

352. <‘v’ a<g>/\<v 3 a>g—2€)

acA e>0acA
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£
2

e>0acA

(Va<g>/\<v Ja>g—
a€A

= n2<g—a><;>

(neNaeA

(Yo<o)n (¥, 3,007 <)

VYV Ja>g—
neNaeA

(

e>0a€A

e>0acA

357. <vAa<g>A<v 3 (a—g)2<£>
ac

e<gacA

359. (v a<g>/\<v 3 a>g—6)
a€A e<gacA

358. (‘v’ a<g>/\<v 3 a>£)
acA

0<e<lacA

360. (‘v’ a<g>/\< v 3 a>g—5>
a€A

)

e>0acA

361. <Va<g>/\<v Jazg—e
acA

Y 3 a?g—ﬁ)

e20a€cA

o)

)/\(V Ja>g—e¢
e=0acA

D

v 3b>9;“>
acAbcA

365. (EI a<g>/\<Va<g>/\(
acA acA
366. (EI a2>0>/\<‘v’a<g>/\(

v ab>9;a)
acAbEA

acA

367. (EI a<g>/\<v 3 a>g—€>
acA e>0a€A

acA
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Niepotrzebne skreslié.

W kazdej parze ramek tylko jedna zawiera sensowne uzupelnienie tekstu matematycznego.

TWIERDZENIE 368. Niech A i B beda niepustymi zbiorami ograni-
czonymi. Niech
C={a—b: ac ANbe B}. Wtedy infC = |infA —supB|supB —infA| .
Dowdd:
Niech d=infA i g =supB. Wtedy z warunku d =infA wynika, ze

(1) v | 3 lla<dla>d

acAlacA
oraz
(2) VI3[ v]3|le<dt+ela>d—el.
e>0]e>0] |acAlacA

Podobnie z warunku g =supB wynika

(3) v 3lb<glo=yg

beB|beB
oraz
(4) VI3[ v][3|b<gteb>g—¢].
e>0]e>0] |[beB|beB

Chcemy wykazac, ze infC' = e, gdzie e=d—g|g—d|, czyli, ze

(5) V|3 ||lc<elcze

ceC|ceC
oraz
(6) VI3 v ] 3]lc<etele>e—e].
e>01e>0] [ceC|celC

|W dowodzie warunku (5) skorzystamy z (1) i (3).]

| Zakladajac (5) wykazemy prawdziwos¢ warunkow (1) i (3).]
’Dowolnallstnieje‘ liczba ce C |jest|bedaca|postaci ¢c=a—b, gdzie
a€ Aibée B. 7 nierobwnosci ’a < dla > d‘ i ’b < g|b> g‘ otrzymujemy
la—b<ela—b>e|, co dowodzi (5).
’ZaléZmy|WykaZemy‘ teraz prawdziwosé warunku (6).
’Niech ¢ bedzie dowolng liczba dodatnig. Wtedy‘
’Znajdziemy taka liczbe dodatnia e, dla kt(’)rej‘
istnieje a € A takie, ze ‘a > d—sla < d+%‘ oraz b€ B takie, ze
’b < g+8|b >g—5|. Zatem liczba ¢ =a—b spelnia nier6wnos¢

lc<e+e|c>e—el, co konezy dowdd warunku (6).
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