ANALIZA MATEMATYCZNA A1, 2006/2007

Kolokwia.

Kolokwium nr 5 odbedzie sie na ¢wiczeniach w dniu 14.11.2006. Za-
kres materiatu: zad. 1-136, 145-168.

Kolokwium nr 6 odbedzie si¢ na ¢wiczeniach w dniu 21.11.2006. Za-
kres materiatu: zad. 1-200.

8. Kwantyfikatory.

Konwersatorium 7,14.11.2006

W ponizszych zadaniach z, y przebiegaja liczby rzeczywiste, nato-
miast m, n przebiegaja liczby naturalne (catkowite dodatnie).

W kolejnych siedmiu zadaniach kazdemu warunkowi oznaczonemu
litera przypisa¢ rownowazny warunek oznaczony cyfra.

137. a)xz>0=-2>0 b)z>0=|z|>0

c) —z>0=2z>0 d)|z|>0=2>0

1) 2>0 2)2z<0 3) PRAWDA  4) FALSZ
138. a)V(x>0=—-x>0) b)V(x>0=|z[>0)
V(—z>0=2>0) d)V(z[>0=2>0)

z>0 2)z<0 3) PRAWDA 4) FALSZ
139. a)3(x>0=—-x>0) b)I(x>0=|z[>0)
(—z>0=2z>0) d)3I(Jz|>0=2>0)

>0 2)z<0 3)PRAWDA 4) FALSZ

c) ]
1)
140. a)vVz>y*> b)Jax>y? c)Vr<y® d)Iz<y’
1)2<0 2)z>0 3) PRAWDA 4) FALSZ ’

141. a)yr=y b)Iz=y c)yzty d)Izsy
1) 2=0 2)z>0 3) PRAWDA 4) FALSZ

142. a)V 2?=—y* b) 3 2?=—9>
Oyttt d)Jaty
1)2=0 2)z#0 3) PRAWDA 4) FALSZ
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143. a)‘Z’a:y:y b)%lxy:y c)‘Z’xyzyc d)Jay=zx

Y

1)2=0 2)z=1 3) PRAWDA 4) FALSZ

144. Ciag (a,) spetia warunek

v |a,—100]<10.
n>1000

Czy stad wynika, ze
a) ciag (ay) jest zbiezny,
b) ciag (a,) jest rozbiezny,
c) kazdy wyraz ciagu (a,) jest dodatni,
d) ciag (a,) ma co najmniej jeden wyraz dodatni,
e) od pewnego miejsca wszystkie wyrazy ciagu sg dodatnie,
f) agee < 7777777,
g) ain > 88,
h) Vv |a,—100/<1,
n>1729
i) Vv J|a,—100/ <17,
n>345
) v |a,—99 <13,
n>5555
k) ciag (a,) jest ograniczony,

) 3 |a,— 95| <37,
n>144

m) 3 |a,—80]<37,
n>1444

n) 3 |a,—95<37,
n<444
0) 3 |a,—80]<37,

n<4444
p) Y 3 an>0,
Q) V. |a,—66[>12,
n>1331

I’) V V ’an - &m‘ < 7 )
m>1234 n>5678

s) VY Yo an—an| <17,
m>1234 n>5678

t) VvV Yo an—an| <27,
m>123 n>45678

u) v Y |ap—an| <37,
m>1234 n>5678

v) 3 3 ap—an| <3,
m<123 n<d56

w) VY YV o aptan] <210,
m>12345 n>67890
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x) V Vo an+an,| <222,
m>1296 n>T776

y) Vv Vgt am| > 128,
m>1024 n>8192
z) 3 a, <92,

z) 3 a,>91.

9. Ciagi.

Troche teorii

DEFINICJA: Ciag (a,,) jest zbiezny do granicy g wtedy i tylko wtedy,
gdy
VIV |la,—g|<e.
e>0Nn=N

Piszemy lim a,, = g.
Seyn—>ooan g

Ciag (ay) jest rozbiezny do +oo wtedy i tylko wtedy, gdy

V3V a,>M.
MNn>N
Piszemy lim a,, =+o00.
Ciag (a,) jest rozbiezny do —oo wtedy i tylko wtedy, gdy
VIV a, <M.
MNn>N
Piszemy nlingoan =—00.
TWIERDZENIA:

1. CIAG ZBIEZNY MA TYLKO JEDNA GRANICE.

2. GRANICA SUMY JEST SUMA GRANIC.
Doktadniej, jesli ciagi (a,) i (b,) sa zbiezne, to ciag (a,+b,) jest
zbiezny i
A1n (an+bn) = lizg @+ i br
3. GRANICA ROZNICY JEST ROZNICA GRANIC.
Doktadniej, jesli ciagi (a,) i (b,) sa zbiezne, to ciag (a,—by,) jest
zbiezny i
lim (a, —b,) = lim a,, — lim b, .

n—oo n—oo n—oo
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4. GRANICA ILOCZYNU JEST ILOCZYNEM GRANIC.
Doktadniej, jedli ciagi (a,,) i (b,) sa zbiezne, to ciag (a,b,) jest zbiezny

A28, (anbn) = Jixm an - lixg br
5. GRANICA ILORAZU JEST ILORAZEM GRANIC.
Doktadniej, jesli ciagi (a,) i (b,) sa zbiezne, przy czym b, #0 oraz
Lim by, #0, to ciag (7*) jest zbiezny i

. lim a,

lim =P = noee

n—oo b lim b,
n—oo

6. ZBIEZNOSC 1 GRANICA NIE ZALEZA OD POMINIECIA LUB ZMIANY
SKONCZENIE WIELU POCZATKOWYCH WYRAZOW CIAGU.

7. SLABE NIEROWNOSCI ZACHOWUJA SIE PRZY PRZEJSCIU DO GRA-
NICY.
Doktladniej, jesli ciagi (a,) i (b,) sa zbiezne, przy czym a, < b, (od-
powiednio a,, > b,), to lim a, < lim b, (odpowiednio lim a, > lim b,).
n—oo n—oo n—oo n—oo

8. KILKA PODSTAWOWYCH GRANIC.
lim n = +o00

n—oo

lim =0

n—oo 1

lima=a

n—oo

lim " =400 dla a>1

n—oo

lim a"=0dla |a| <1

n—oo
lim (—1)" nie istnieje nawet w sensie granicy niewlasciwe;

n—oo

lim Ya=1dlaa>0

n—oo
lim ¥Yn=1
n—oo \/_

9. Z GRANICA MOZNA WCHODZIC POD PIERWIASTEK.
Doktadniej, jesli ciag (a,,) jest zbiezny, przy czym a,, >0, to dla k € N

lim &a, = ¥ lim a,, .
n—oo n n—oo n

16



ANALIZA MATEMATYCZNA A1, 2006/2007

10. TWIERDZENIE O TRZECH CIAGACH.
Jezeli ciagi (a,), (b,), (c,) speliaja warunek
an, <b, <cy,
oraz ciagi (a,) i (¢,) sa zbiezne do tej samej granicy g, to ciag (b,) tez
jest zbiezny i jego granica jest g.

11. KRYTERIUM D’ALEMBERTA.
Jezeli (a,) jest ciagiem o wyrazach niezerowych oraz istnieje granica

a
lim || = g<1l,
n—oo an
to ciag (a,) jest zbiezny do zera.
Jezeli istnieje granica
a
lim | =g>1,
n—oo a/n

to ciag (a,) jest rozbiezny, a ciag (|a,|) jest rozbiezny do +oo.

Uwaga: Podstawowym zastosowaniem kryterium d’Alemberta jest
badanie zbieznosci szeregéw, ale podana wyzej wersja stosuje si¢ do
badania zbieznosci ciagéw. O szeregach bedzie mowa za kilka tygodni.

Powyzsze wlasnosci zachowuja sie w przypadku ciggéw ma-
jacych granice niewlasciwe (tzn. rozbieznych do +0), o ile nie
prowadzi to do wyrazen nieoznaczonych.

12. SZTUCZKI.
rT—y
VB =
VRV
r—y

\3/@: 3 3
Vad+ Yy +Vy?

V-
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Zadania
Cwiczenia: 8,15.11.2006 (dzien rektorski zostal przeniesiony na 22.11.2006)

145. Dany jest taki ciag (a,), ze
Y Vo la,—T|<e.
e>0 n=5/e
Podaé granice ciagu (ay,).
Wskazaé taka liczbe M, ze Yla,| < M.

Wskazaé takg liczbe N, ze VYV a, > 6.
n>N

Wskazac taka liczbe N, ze v a, <7,01.
Wskazaé taka liczbe N, ze v la, —8|>1/3.

146. Dany jest taki ciag (b, ) ze
v b, +2|<e .
>0 n>10/5
Poda¢ granice ciagu (b,).
Wskaza¢ taka liczbe M, ze v|b | <M.
Wskazaé taka liczbe N, ze v b, <O0.

Wskazac taka liczbe N, ze v b, > —3.

n>N

Wskazaé taka liczbe N, ze v |b, —2| > 1/10.
n>N

147. Niech ¢, =a, +b,, gdzie (a,) i (b,) sa ciagami z poprzednich
dwdch zadan. Dowiesé, ze wowcezas ciag (c,) jest zbiezny, gdyz

\4 YV o |en—bl<e .

e>0 N /e
W miejscu kropek powinna sie znalezé odpowiednio dobrana liczba.

148. Niech d,, = ay, - by, gdzie (a,) i (b,) sa jak poprzednio. Dowies¢,
ze wowczas ciag (d,) jest zbiezny, gdyz
\ v |d,+14|<e .

e>0 M,
W miejscu kropek powinno si¢ znalez¢ odpowiednio dobrane wyrazenie

zalezne od e.
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149. Niech e, = 2a,, + 3b,,. Dowies¢, ze wowcezas ciag (e,,) jest zbiezny,
gdyz
v 4 lén — o |<e.

e>0 N /e

W miejscu kropek powinny sie znalezé odpowiednio dobrane liczby.

Wyjasni¢, dlaczego ponizej sa same BZDURY:

150.  Jim, 5 = Jing - Jing, vin=0- limg /=0
151. T}Lngo(\/n+ \/_)— lim \/n+1—T}LHC}o\/_ 00 —00=10

152. lim (—1)" =

n—oo

{—1 dla n nieparzystych
1 dla n parzystych

153. lim£=k- lim1=%k-0=0

k—o0 k—oo ™
Zbadaé zbieznos¢ ciagu (a,,) okreslonego podanym wzorem; obliczy¢
granice ciagdéw zbieznych, rozstrzygnaé czy ciagi rozbiezne maja granice
niewlasciwa

n n__ 1 4n243n n2+n
154. 2= 155.2"—1 156, i 57, Vet

158. 5n34+n2—6 159. 5nt4n?—6 160. 5n5+n2—6

3nt+7 3ni4+7 T 3niT
161. ARSIt 162, [T 163, s
164. n-(—1)»  165. 72@%7) 166. Li2tdfin
167, SHELELELLS 168, YT 169. /n

170. Vn2 171. Un+17 172. Vn?2+3n—n 173. n(v/n2+7—n)

174, THVRYONWIEL  ygg  niintl o qgg D 177 1

11n3+7n+3 * (n+sinn)? (24 (-1)m)m
B (—1) -n! dla n <100 W24l | m2 n243 n24n
178. (ln—{ 2n+ dlan>100 179- n3+1+ 3+2+n3+3+...+n3+n
180. L+ g+t 181 logyn 182, 9280 (> 1)

183, lmtl (h 5 1) 184, 20 185. 10 186. 1

logom n
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N Nz S ViTEI-n
187. pts 188 VILVL 189, pmln

190. Dla ktorych liczb rzeczywistych a istnieje granica

Jim (\3/ n—+n®— %) i ile jest rowna?

PRAWDA CZY FALSZ?
191. Jezeli ciagi (a,) i (b,) sa rozbiezne, to ciag (a, +by,) jest rozbiezny.

192. Jezeli ciag (a,) jest zbiezny, a ciag (b,) rozbiezny, to ciag (a, +b,)
jest rozbiezny.

193. Jezeli ciag (a,) jest zbiezny, a ciag (b,) rozbiezny, to ciag (a,b,)
jest rozbiezny.

194. Jezeli ciag (a,,) jest zbiezny, ciag (b,) rozbiezny, a ponadto obydwa
ciagi maja tylko wyrazy dodatnie, to ciag (a,b,) jest rozbiezny.

195. Jezeli (a,) jest ciagiem zbieznym o wyrazach dodatnich, to jego
granica jest liczbg dodatnia.

196. Jezeli &2+t — 1 to q, — L.
an 2 2

197. Jezeli ciag (=) jest zbiezny, to ciag (a,) jest zbiezny.

an

198. Jezeli ciag (a?) jest zbiezny, to ciag (a,) jest zbiezny.

199. Jezeli wsréd wyrazéw ciagu (a,) wystepuja zar6wno wyrazy do-
danie jak i ujemne, to ciag (a,) jest rozbiezny.

200. Jezeli wsréd wyrazoéw ciggu (a,,) wystepuja zarowno wyrazy mniej-
sze od 1 jak i wieksze od 3, to ciag (a,) jest rozbiezny.
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