ANALIZA MATEMATYCZNA A2, 2006/2007

Cwiczenia: 21,22.05.2007
Kolokwium nr 10: 22.05.2007 (zad. 442-815, 851-870)

Zadania 816-850 beda omawiane 21.05.2007 na zajeciach o godz. 14.15 w sali A.
10. Szeregi Fouriera.

Szeregiem Fouriera funkcji f:R— R o okresie 27, catkowalnej na

przedziale dtugosci 27, nazywamy szereg

[e.9]

ap+ Y (apcosnz +b,sinnz)
n=1

gdzie

A+2m

Powyzsze calki nie zaleza od wyboru dolnej granicy przedziatu catko-

wania.

Jezeli ponadto funkcja f jest przedzialtami monotoniczna oraz dla
kazdej liczby rzeczywistej x zachodzi réwnosé
fla™)+f(=)
flay = R
to f jest (punktowo) suma swojego szeregu Fouriera.

Réwnosé Parsevala:
A2

/ f(z)*dr= 27?@8—1—%5% (ai—i—bi)

A n=1
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Znalez¢ szereg Fouriera funkcji

851. f(x)=x dla x € (—m,m) 852. f(z)=|z| dlaz € (—3,%)

2
853. f(z)=2% dla x € (—m,m) 854. f(x)=2?*dla x €(0,27)
2

855. f )

=e” dla z € (0,27) 858. f(x)=¢€" dla z € (—m,m)

859. f

)
)

r)=2?dlaze(—%,%) 856. f(r)= { } dla z € (0,
)
) =|sinz| dla x € (0,27) 860. f(r)=cll dla x € (—,7)
)=

861. f sindz dla z € (0,2m)

(
(
(
857. f(z
(
(
(

_ (sinz dla z€(0,m)
862. f(z)= {cosx dla z e (m,2m)

B 2 dla =z S (0771—)
863. f(x) —{ 0 dla ze&(m2n)

(=1 dla O<z<mw/2

865. Obliczy¢ Z ]

oraz wstawiajac 3: O do szeregu Fouriera tej funkcji. Poréwnaé¢ obydwa

stosujac wzér Parsevala do f(z) =e” na (0,2m)

wyniki.

— wstawiajac x =0 do szeregu Fouriera funkcji

f(z) = cos(xv/2) na (0,27) .
867. Obliczy¢ Z s uzywajac f(z)=xz(m—|z|) na (—m,m).

866. Obliczyé 3
n=1

868. Dowiesé, ze jedli f jest funkcja okresowa o okresie 2%, to w jej

szeregu Fouriera a,, =b, =0 dla n niepodzielnych przez 3.
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Norma supremum funkcji f nazywamy liczbe

/Il = sup [f(x)]

z€Dy

Definicja zbieznosci jednostajnej ciggu funkcyjnego:

Ciag funkcji ( f,,) okreslonych na wspélnej dziedzinie nazywamy zbiez-
nym jednostajnie do f, jezeli

Tim ||, — f]| =0

Jezeli ciag (f,) funkcji ciagltych jest zbiezny jednostajnie do funkcji
f, to f jest funkcja ciggla.

Jezeli ciag (f,,) funkcji majacych ciagte pochodne jest zbiezny jedno-
stajnie do funkcji f, a ciag pochodnych (f}) jest zbiezny jednostajnie
do funkcji g, to funkcja f jest rézniczkowalna i przy tym f'=g.

Szereg funkcyjny Z fn 0 wyrazach bedacych funkcjami okreslonymi
na wspolnej d21edzmle nazywamy zbieznym jednostajnie, jezeli ciag

sum czesciowych (S,,) okreslony wzorem
Sn::§:jk
k=1
jest zbiezny jednostajnie. Tak jak w przypadku szeregdéw liczbowych,
granice ciggu sum cze$ciowych nazywamy suma szeregu.

o o0
Jezeli Y ||fnll <+o0, to szereg funkeyjny Y- f,, jest zbiezny jedno-
n=1 n=1

stajnie.
Jezeli szereg funkcyjny > f,, o wyrazach bedacych funkcjami ciggly-
n=1

mi, jest zbiezny jednostajni_e, to jego suma jest funkcja ciggta.
Jezeli wyrazy jednostajnie zbieznego szeregu funkcyjnego 3 f, maja
n=1

o0
ciagle pochodne, a szereg > f/ tez jest zbiezny jednostajnie, to suma
n=1
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szeregu > f, jest funkcja rézniczkowalng oraz
n=1
) ! o)
(Sn) -3
n=1 n=1
869. Dowies¢, ze szereg trygonometryczny

> sinnx
>

—n?+l
jest zbiezny, a jego suma jest funkcja ciggta.

870. Dowies¢, ze szereg trygonometryczny
>, sinnz
jest zbiezny, a jego suma jest funkcja rézniczkowalng i ma ciggla po-

chodna.

Zadanie dodatkowe. Zdoby¢ jakikolwiek sensowny program kom-
puterowy rysujacy wykresy funkcji. Narysowaé wykresy funkcji z wy-
branych kilku zadan sposréd 851-867 (lub funkcji, ktére pojawity sie
na wyktadzie) oraz wykresy kilku poczatkowych sum czesciowych ich
szeregbw Fouriera.

Przy okazji zrobi¢ to samo z sumami poczatkowymi szeregu MacLau-
rina (Taylora w zerze) funkcji okreslonych wzorami sinz, Inz, e* i paru
innych.

W przypadku trudnosci ze zdobyciem programu postaraé sie zdoby¢

wzgledy osoby, ktora program zdobyta.
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