ANALIZA MATEMATYCZNA A2, 2006/2007

1. Pochodna funkcji.

Twierdzenie Rolle’a i twierdzenie Lagrange’a.

Cwiczenia: 5-6.03.2007

Kolokwium nr 1: 6.03.2007 (zad. 442-495)

442. Niech f(z)= V22, Korzystajac z definicji pochodnej obliczy¢
J'(8).

443. Niech f(z)=x°. Korzystajac z definicji pochodnej wyprowa-
dzi¢ wzor na f'(x).

444. Chcemy zaokragli¢c modutowi dzicbek. Niech n bedzie liczba

naturalng. Dobraé takie a, b, ¢ zalezne od n, aby funkcja
|| dla |z|>1/n

fa(z) =
ar’+br+c dla |z|]<1/n
byta rézniczkowalna. Obliczy¢ f!. Naszkicowaé wykres funkcji f,, oraz

wykres jej pochodnej.

445. Dla danych r6znych liczb rzeczywistych a i b oraz zbioru Z C R
chcemy formalnie zapisa¢ warunek, ze istnieje w zbiorze Z liczba (ostro)
miedzy a i b, nie wiemy jednak z gory, ktora z liczb a, b jest wieksza.

Ktoére z podanych warunkéw sa do tego celu odpowiednie?

(&) J a<c<b
ceZ
(&) J a<c<b ANb<c<a
ceZ
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(©) 3 a<c<bVib<c<a
ceZ
() 3 ac+b(l-c)e”Z
ce(0,1)
(dodb) 3 ac+b(l—c)eZ
c>0
(&) 3 beta(l—c)eZ
c€0,1]
(©Q) 3 a+(b—a)ceZ
c€(0,1)
() 3 a+(a—b)ce”z
ce(0,1)
c
(dodoce) A (0,1)
c—b
(©00) cezlz b—a < (0.1)
c—a
(©OQ) CGEIZ . € (0,1)
(AAA) 5 ey

ceZ\{a} C—Q

446. Przyporzadkowaé nastepujacym twierdzeniom podane nizej wa-
runki oraz powiedzie¢, co méwi warunek nieprzyporzadkowany zadnemu

twierdzeniu.

(i) Wlasnosé Darboux funkcji cigglych: Jezeli funkcja f jest ciagla

na przedziale [a,b], to

(i) Wtasno$é Darboux pochodnej funkcji: Jezeli funkcja f jest
rézniczkowalna na przedziale [a,b], przy czym w punktach a i b istnieja

odpowiednie pochodne jednostronne, to
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(iii) Twierdzenie Rolle’a: Jezeli funkcja f jest ciagla na przedziale
[a,b] 1 rézniczkowalna na przedziale (a,b), a ponadto f(a)= f(b), to

(iv) Twierdzenie Lagrange’a (o warto$ci $§redniej rachunku roéz-
niczkowego): Jezeli funkcja f jest ciagla na przedziale [a,b] i réznicz-

kowalna na przedziale (a,b), to

(4d) v 3 flatt(b—a))=f(a)+s(f(b) - f(a))

s€(0,1) te(0,1)

(5¢) 3 f(b)=fla)+(b—a)f'(a+t(b—a))

te(0,1)

(69) v 3 flatt(b—a))=fla)+s(f(b) = f(a))

s€(0,1) te(0,1)

(7€) v 3 flattlb—a))=fla)+5(f(b) - f(a))

te(0,1) s€(0,1)

(78) 3 flla+t(b—a))=0

te(0,1)

W nastepujacym zadaniu wykorzysta¢ twierdzenie Lagrange’a oraz
wlasnosé Darboux funkcji ciggltych (przypomnienie: funkcja rézniczko-

walna jest ciagla).

447. Funkcje f1, fa, f3, ..., fi2 sa okreslone i rézniczkowalne na catej
prostej rzeczywistej, a ich pochodne sa ciggte. Ponadto

AB3)=1, fi(5)=2,

f2(0)=3, fo(4)=-1,

f3(=5)=0, f3(15)=10,

fi(1)=2, fi() £1,
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/5(0)=0, ﬁ(%—m v f5(2) #2,
f6(0) =7, Vfs
f2(3) =5, ‘v’f7

(=2)=0, f5(0)=10, fs(3)=4,
(=1)=0, fo(1)=100, fg(3)=40,

(z) >
(z) >

X

1

Eﬁ

f10(1> —5, f10(11)25, Y O<f{0(l’)<2,
f11(0) =0, f11(100) =0, v 1< fii(z) <
f12(=100) = =100, f12(100) =100, V —100<:fw( ) < 100.

T

A) Dowies¢, ze dla co najmniej trzech funkcji f; zachodzi warunek

v fi(z) #0

B) Dowiesé, ze dla co najmniej dwéch funkeji f; zachodzi warunek
3 file)=~

C) Dowiesé, ze dla co najmniej siedmiu funkcji f; zachodzi warunek

fi(0)#1

D) Dowies¢, ze dla co najmniej czterech funkeji f; zachodzi warunek

£i(99) >0

E) Dowiesé, ze dla co najmniej dwoch funkeji f; zachodzi warunek
3 file)=5

F) Dowiedé, ze dla co najmniej jednej funkeji f; zachodzi warunek
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G) Dowiesé, ze dla co najmniej trzech funkcji f; zachodzi warunek

3 fil0=
H) Dowiesdé¢, ze dla co najmniej siedmiu funkeji f; zachodzi warunek
fi(1) #8
I) Dowies¢, ze dla co najmniej czterech funkcji f; zachodzi warunek
%I file)=13

J) Dowiesé, ze dla co najmniej jednej funkcji f; zachodzi warunek
\C)=T; d :7
3, HO=1(@)
K) Dowiesé, ze dla co najmniej dziewieciu funkcji f; zachodzi waru-

nek
3 file)= fi(d)
Zadania do samodzielnego rachowania

Obliczy¢ pochodna funkcji zmiennej x o podanym wzorze. Poda¢, w

jakim zbiorze istnieje pochodna.

448. 322 -5z +1 449. (Vo +1)(gz—1) 450. =2

451. (1+/2)(1+213)(1+21/4) 452, (z24+1)* 453. £t
454. = 455. (1+2x)%° 456. (1752)'°

457. —r— 458, 27+3 459. x10*

460. = 461. 2*(z+1)e” 462. e’lnx

463, nz 464. 465. z'%nz
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466. ¢ 467. Inlnx 468. log,o(x—1)

469. 10**3 470. 23" 471. log,|logs(logs)|
472, Vi 473. 2% 474. 2

475. 2V 476. (Inz)” 477. e *Inx

478. (Va+ )" 479. %28 —8)'/3 480. e** 3 (22 —x +1)
481. Infl 482, < 483. |z

484. sgn(x) 485. 0 dlax <0, 2% dla x>0

486. ¢~ *! 487. \/V1+22—1 488. {z}
489. r dlaz <0, 2* dlaz>0 490. sgn(z° — %)
491. ;rioe 492. e dlax <0, 1+xdlax>0
493. 27 +¢? 494. (z+e)® 495. ¢°

2. Pochodna funkcji - zastosowania.
Znajdowanie najmniejszej i najwiekszej
wartosci funkcji na przedziale domknietym.
Regula de ’Hospitala.
Cwiczenia: 12-13.03.2007

Kolokwium nr 2: 13.03.2007 (zad. 442-526)

496. Rozwazamy graniastostupy prawidlowe o podstawie trojkatne;j

i objetosci 1. Ktéry z nich ma najmniejsze pole powierzchni catkowitej?
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497. Potrzebna jest kadz w ksztalcie walca, otwarta u gory, ktorej
dno i bok wykonane sg z tego samego materialu. KadZz ma mie¢ po-
jemno$¢ 257 hektolitrow. Jaki powinien by¢ stosunek srednicy dna do
wysokosci kadzi, aby do jej wykonania potrzeba byto jak najmniej ma-
teriatu?

Znalez¢ najmniejsza i najwieksza wartos¢ funkeji okreélonej podanym

wzorem w podanym przedziale

498. 12 +2x+21 , [-2,7] 499. [z?—1|+3z , [-2,2]
500. |z+1|+2? , [-10,10] 501. |10z —1|+23 , [0,1]
502. Inz — & |, [1,€?] 503. |sinz|+5 , [0,27]
504. /7 | [2,4] 505. 3sinz+sin3z , [0,27]

Obliczy¢ granice

1 1 Tr __ —T
506. lim - — —— 507. lim o/ 508. lim —
=0 sinx T—00 z—0 sSinx
. 2cosz—1*—2 _ . . Inz
509. lm—F—— 510. lim zxe 511. lim —
z—0 gsinz — 2 z—00 z—00
et —1 e — ef—1—x
512. lim 513. lim 514. lim
x—0 T x—0 €x z—0 €T
| Inx — 1 Inl
515. lim —— 516. lim -2 t2 517. lim ol
z—lgy—1 z—1 (;L'— 1)2 T—eqr —e
gt o oxT—4
518. lim — 519. lim
T—00 T T—2 —
|

——— dla z#0
520. Niech f(x)={ cosz—1 ,

A dla z=0
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Dla jakiego A istnieje f'(0) i ile wynosi?
x?— 7?2
521. Niech f(z)={ sinz
Ay dla x=krm, keZ
Dla jakich Ay (k€ Z) istnieja f/(kn) i ile wynosza?
. {Smﬂ_l dla o ¢ {kr+TkeZ}
522. Niech f(x)=4 €05°T
Ay dla z=kr+75, k€Z
Dla jakich Ay (k€ Z) istnieja f'(k7+73) i ile wynosza?
z(z—1)(z—2)(z—3)

dla z¢{kmkeZ}

- dla x*¢Z
523. Niech f(z)= sin(7x)
x?—2x dla z€Z
Obliczy¢ f'(x) dla tych x € Z, dla ktérych istnieje.
Tr 1
¢ dla x#0
524. Niech f(x)= .
1 dla z=0
Obliczy¢ f'(0).
COS.(WZE) +1 da 247
525. Niech f(z)={ sin(mz) .
P —x dla z€Z

Obliczy¢ f'(x) dla tych x € Z, dla ktérych istnieje.

526. Niech
3x __ 9,z 2
$ dla z#0
f(z)= r :
A dla =0

Dla jakiego A istnieje f'(0) i ile wynosi?
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