Jarostaw Wréblewski

Kolokwium nr 2.

Odbedzie sie na ¢wiczeniach w dniu 24.10.2006.
Zakres materiatu: zad. 1-66.

3. Powtorka ze szkoty.

Konwersatorium 17.10.2006

33. Udowodni¢, ze dla dowolnych a,b € R zachodzi nieréwnos¢ troj-

kata
la+b| < |a|+|b| .

Wskazéwka: Rozpatrzy¢ przypadki:
1° a,b>0,
2°a>0, b<O,
3°a<0,b2>0,
4° a,b <0,

Rozwigza¢ rownania i nieréwnosci
34. |3z|+2< |x—6|
35. |2 —25| <24
36. |z|+|z+ 1|+ |z+2)=2?+22+2
37. |[x+10| =2+ 1|+3

Naszkicowa¢ wykres funkcji f danej wzorem:
38. f(zx)=|r+1|+|22+4|—[3z+9
39. f(z)=|z—1|+|z+4]

Czy jest prawda, ze dla kazdej liczby rzeczywistej x zachodzi nierow-
nos¢:
40. = < |z|
41. —z <z
42. 1< |14+z|+2
43. 1< [~ 1+z|+x
44. 1< |1—z|+x
45. —1<|—-1—z|+z
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46. r<|r+1[+1
47, —x<|—z+1|+1
48. z< |z —1|+1
49. —z< |-z —1|+1

4. Indukcja matematyczna.
Cwiczenia 18.10.2006

50. Dowies¢, ze dla kazdego n > 2 zachodzi rownosé

() 7))+ ()= ()

51. Dowies¢, ze dla kazdego n > 2 zachodzi rownosé

52. Dowies¢, ze dla kazdej liczby naturalnej n zachodzi réwnosé

m—1 . 1
142343324433 45-3 4 3 1= " gny o

4 4

53. Dowies¢, ze dla kazdej liczby naturalnej n zachodzi réwnosé
27 +1)- (22 +1)- 2% +1)- 2% +1)- (2 +1)-..-(2¥ +1)=2""—1.

UWAGA: o =a®).

54. Dowieé¢, ze dla kazdej liczby naturalnej n zachodzi nieréwnosé
10n < 2™ 425 .

55. Dowies¢, ze dla kazdej liczby naturalnej n zachodzi rownosé

P22 4334 40P =(1+243+...+n)*.

56. Dowiesc, ze dla kazdej liczby naturalnej n zachodzi rownosé
14+2-24+3.2244.2° 452"+ . 4n-2" 1 =(n—1)-2"+1.

57. Liczby a,,b, sa okreslone wzorami a; =b; =1, a,41=a,+b,,
bpi1=ani1+ay,. Dowies¢, ze dla dowolnej liczby naturalnej n liczba
2a2 —b? jest réwna 1.
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58. Dowies¢, ze dla kazdej liczby naturalnej n zachodzi nierownosé
(3") <"
n
59. Dowie$¢, ze dla kazdej liczby naturalnej n zachodzi nieréwnosé
(2n+3) < 3. yn
54"

n

Oszustwo  60. Dowies¢, ze dla dowolnej liczby naturalnej n za-
chodzi nieréwnos¢é
30n <2"+110 (%)

Rozwigzanie:

Przeprowadzimy dowod indukceyjny.

1° Dla n =1 sprawdzamy bezposrednio 30 <2+110=112.

2° Zatézmy, ze 30n < 2"+ 110. Udowodnimy nieré6wnoscé
30(n+1) <21 +110. Stosujac zalozenie indukcyjne otrzymujemy ciag
nier6wnosci:
30(n+1)=30n+30<2"+110+30 =2""" +110+30 —2" < 2" 110,

przy czym ostatnia nierownos¢ zachodzi dla n > 5.

Zatem nieréwnosé () zostata udowodniona dla n > 5.

Pozostaje sprawdzic, ze

dla n=2 mamy 60 <4+ 110 =114,

dla n=3 mamy 90 <8+110 =118,

dla n=4 mamy 120 <16+ 110 = 126.

Tym samym nier6wnosé () jest udowodniona dla wszystkich liczb
naturalnych n.

W szczegdlnosci wykazalismy, ze dla n =6 zachodzi nieréwnos¢
180 < 174.

Gdzie tkwi btad w powyzszym rozumowaniu?

61. Dowies¢, ze dla kazdej liczby naturalnej n zachodzi nieréwnosc¢

(271 + 4) <92t
n

62. Dowies¢, ze dla kazdego n > 200 szescian mozna podzieli¢ na n
szescianow.
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63. O zdaniu T'(n) udowodniono, ze prawdziwe jest T'(1) oraz ze dla
dowolnego n > 6 zachodzi implikacja T'(n) = T'(n+2). Czy mozna stad
wnioskowac, ze

a) prawdziwe jest T(10),

b) prawdziwe jest 7'(11),

c¢) prawdziwa jest implikacja T'(7) = T'(13),

d) prawdziwa jest implikacja T'(3) = T'(1),

e) prawdziwa jest implikacja 7'(1) = T'(3).

64. O zdaniu T'(n) udowodniono, ze prawdziwe sa 7'(1) i 7(100),
oraz ze dla dowolnego n > 10 zachodzi implikacja T'(n) = T'(n—1). Czy
mozna stad wnioskowac, ze

a) prawdziwe jest T(9),

b) prawdziwe jest T'(10),

¢) prawdziwa jest implikacja T'(50) = T(30),

d) prawdziwa jest implikacja 7°(300) = T'(200),

e) prawdziwa jest implikacja 7'(30) = T'(50),

f) prawdziwa jest implikacja 7°(200) = 7'(300).

65. O zdaniu 7'(n) udowodniono, ze prawdziwe jest T'(1), oraz ze dla
dowolnego n > 1 zachodzi implikacja T'(n) = T'(n+2). Czy mozna stad
wnioskowac, ze

a) prawdziwe jest T(9),

b) prawdziwe jest 7'(10),

¢) prawdziwa jest implikacja 7°(100) = T'(25),

d) prawdziwa jest implikacja 7°(100) = 7(200).

66. O zdaniu T'(n) udowodniono, ze prawdziwe sa T'(1) i T'(6), oraz
ze dla dowolnego n > 1 zachodzi implikacja T'(n) = T'(n+3). Czy mozna
stad wnioskowac, ze

a) falszywe jest T'(3),

b) fatszywe jest T'(11),

c) prawdziwe jest T'(9),

d) dla dowolnej liczby catkowitej dodatniej n prawdziwe jest T'(n?).



