EGZAMIN, ANALIZA 1A, 09.02.2005, ROZWIAZANIA
Zadanie ]_ .

Poda¢ kresy nastepujacych zbioréw. Przy kazdym z kreséw napisaé, czy kres nalezy
do zbioru (TAK = nalezy, NIE = nie nalezy).

1 2 3
A==+ 42 . jjkeNy N={1,2,34,..

infA=0 NIE supA=3 TAK
B= : N
{3n—1o e }
infB=-1 TAK supB=1/2 TAK
C= {ez2 L X € (—1,2}}
infC'=1 TAK supC =e* TAK

D= {e‘x L x€E (—1,—!—00)}
infD =0 NIE supD =e NIE

E:{”: m,neN/\2m<3"<5m}
m

infl/ =logy2 NIE supll =logs;5 NIE
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Zadanie 2 .

W kazdym podpunkcie podaj przyktad ciagu liczbowego o podanych wtasnosciach.
Nie musisz uzasadnia¢, ze podany cigg spelnia podane warunki. Pamietaj jednak, aby
opisa¢ ciggi w sposob nie budzacy watpliwosci, jakie sa ich wyrazy. Mozesz opisa¢ ciagi

wyltacznie symbolami matematycznymi lub positkowaé si¢ stowami.

a)

YV n<a,<n—+1

neN
N={1,2,3,4,...}
n=n+g
b)
1
neN n ne
Q - zbiodr liczb wymiernych
1

b,=n+——

nv2
c)

YV o o €(3,4), (cn) jest rozbiezny
neN
¢ =3,5+0,1(—=1)"
d)
vV o3 |da<—, (d,) jest rozbiezny
NeN n>N n

d,=14+(=1)"

e)
3 e, >M, v 3 e, <N
MeR neN NeR neN
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Zadanie 3.

Wyznaczy¢ przedzial zbieznosci szeregu potegowego

oo (_8)n_x&1

RN

Rozwigzanie: ,
Oznaczmy A, = %
Stosujac kryterium d’Alemberta (mozna takze zastosowaé kryterium Cauchy’ego)

otrzymujemy U ares ,
An-i—l :8n+ |ZE| n+ \/ﬁ:8|$| \/ﬁ—>8|$‘3
A, Vn+1-87-|z|3n vn+1 '

Jezeli 8|z|® < 1, czyli |z < 1/2, to dany szereg potegowy jest zbiezny.

Jezeli 8|z|® > 1, czyli |z| > 1/2, to dany szereg potegowy jest rozbiezny.

Stad otrzymujemy promien zbieznosci szeregu potegowego: R=1/2.
Dla x =1/2 otrzymujemy szereg

= (=8 (120 & (=)
Z \/ﬁ _Z \/ﬁ )

n=1 n=1
ktory jest zbiezny jako szereg naprzemienny.
Dla z = —1/2 otrzymujemy szereg

812 L
S Em

n=1

ktory jest rozbiezny jako szereg potegowy . nip z p=1/2<1.
n=1

Odpowiedz: Przedzialem zbieznosci danego szeregu potegowego jest przedzial
(—1/2,1/2].

Sugerowana punktacja typowych rozwiazan:

Poprawne wyznaczenie promienia zbieznosci: 2 punkty.

Zapisanie szeregu dla z =1/2 i napisanie, ze jest zbiezny: 1 punkt.

Zapisanie szeregu dla z = —1/2 i napisanie, ze jest rozbiezny: 1 punkt.

Uzasadnienie zbieznosci szeregu dla x=1/2, uzasadnienie rozbieznosci szeregu dla
x =—1/2, udzielenie odpowiedzi poprzez podanie przedziatu zbieznosci: 1 punkt za 2 z
trzech wymienionych elementow.
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Zadanie 4: .

Dowiesé, ze szereg
i 1
—3+1

jest zbiezny, a jego suma jest mniejsza od 1/2.
Rozwigzanie:

7, nieréwnosci ] ]

3413
oraz ze WzOru na sume szeregu geometrycznego otrzymujemy
> 1 =1 1
PRI ST
skad wynika, ze dany w zadaniu szereg jest zbiezny, a jego suma jest mniejsza od 1/2.
Sugerowana punktacja typowych rozwigzan:
Dowdéd zbieznosci szeregu (np. przez kryterium d’Alemberta): 2 punkty.

o0
Oszacowanie szeregu przez . 3%: 2 punkty.
n=1

Obliczenie sumy szeregu . z7: 1 punkt.
n=1
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Zadanie 5.

Dowies¢, ze dla kazdej liczby naturalnej n > 5 zachodzi nieréwnosé

<2”+4> <92l
n

Rozwigzanie:

Przeprowadzimy dowod indukcyjny.

Dla n =5 mamy (2"+4> = 14) = 2002 oraz 22"*! =211 = 2048, a zatem dana w zadaniu

n 5
nieré6wno$¢ przyjmuje postaé¢ 2002 < 2048, jest wiec prawdziwa.

Niech teraz n > 5 bedzie taka liczba naturalna, ze

<2n+4> <92l
n

Chcemy wykazac, ze
<2n+6> < 9nt3

n+1
Wychodzac od lewej strony powyzszej nierownosci otrzymujemy
2n+6 (2n+6)! (2n+4)!(2n+5)(2n+6)
<n+1>: (n+DI(n+5)! nl(n+1)(n+4)(n+5)

< 22n+1 X 4 — 22n+3 7

_<2n+4>_(2n+5)(2n+6) ont1 (2n+5)(2n+6)
n (n+1)(n+5) (n+1)(n+5)

o ile udowodnimy, ze
(2n+5)(2n+6)

(n+1)(n+5)
dla n > 5. Powyzsza nieréwnos¢ jest rownowazna kolejnym nieréwnosciom
(2n+5)(2n+6) <4(n+1)(n+5)
4n® +22n 430 <4n” +24n+20
<

10

2n,

czyli n > 5.

Na mocy zasady indukcji matematycznej nieréwnos¢ zostata udowodniona dla kazdego

nz=o.
Sugerowana punktacja typowych rozwiazan:

Dojscie do wyrazenia (2":4> -%: 1 punkt.

Oszacowanie (?jf) przez 22”+1~%: 1 punkt.

Utozenie i wykorzystanie nierownosci % <4: 2 punkty.

Dow6d nieréwnosci % <4: 1 punkt.
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Zadanie 6.

Wyznaczy¢ warto$¢ parametru A, dla ktorej funkcja f okreslona wzorem

e*® —2xe® —1

dl
)= o a r#0
A dla =0
jest rézniczkowalna w zerze oraz obliczy¢ f'(0) dla tej wartosci parametru.
Rozwigzanie:
Korzystajac z definicji pochodnej funkcji w punkcie otrzymujemy
2h h
_f(R)—=f(0) =l A 2 2heh —1— AR
/ _ — h —
FO=lm™ =i =i S

Poniewaz przy h — 0 otrzymujemy wyrazenie nieoznaczone 2, mozemy zastosowaé regute

0 )
de ’'Hospitala. Otrzymujemy wowczas
2e2h —2heh —2eh — 3 AR?
/ T
7/(0)= lim — . (+)
Poniewaz przy h — 0 otrzymujemy wyrazenie nieoznaczone 8, mozemy ponownie zasto-
sowaé regute de 'Hospitala. Otrzymujemy wowczas
4e2h —2hel —4eh —6 AR
! K
11(0) = fim 12h? '
Poniewaz przy h— 0 otrzymujemy wyrazenie nieoznaczone %, mozemy po raz trzeci
zastosowaé regute de I’'Hospitala. Otrzymujemy wowczas
8¢ —2hel —6eh —6A
'(0) = lim . *
f1(0) = lim ik (%)
Poniewaz przy h— 0 otrzymujemy wyrazenie %, powyzsza granica nie istnieje dla
A#1/3.Dla A=1/3 mozemy po raz czwarty zastosowac regute de I'Hospitala (). Otrzy-
mujemy wowczas

, . 16e* —2he —8eh 8 1
f1(0) = lim 21 a3 *)
Odpowiedz: Funkcja f jest rézniczkowalna w zerze dla A=1/3 i wtedy f'(0)=1/3.
Sugerowana punktacja typowych rozwigzan:
1 punkt za dojscie do kazdego miejsca oznaczonego (x).
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Zadanie 7.

Zmnalez¢ najmniejsza i najwieksza wartos¢ funkeji f okreslonej wzorem
f(z) =2 —|4z+4]
na przedziale [—3,5]. W ktérych punktach te wartosci sa osiagane?
Rozwigzanie:

Obliczamy wartosci funkcji w punktach —3 1 5 (konice przedziatu) oraz w punkcie —1
(punkt, w ktorym funkcja f moze by¢ nierdzniczkowalna).

f(=3)=1, f(=1)=1, f(5)=1.
Dla z € (—3,—1) funkcja f przyjmuje postaé
flx)=2"+4x+4,
skad
f(x)=2x+4.

Zatem f'(x) =0 dla x = —2. Poniewaz —2 € (—3,—1) obliczamy warto$¢ funkcji f w tym
punkcie:
f(=2)=0.
Dla z € (—1,5) funkcja f przyjmuje postaé
flz)=2*—4x—4,

skad
f'(x)=2x—4.

Zatem f’(z)=0 dla z =2. Poniewaz 2 € (—1,5) obliczamy wartos¢ funkcji f w tym punk-
cie:

f2)=-8.

Poréwnujac wartosci funkceji w wybranych pieciu punktach mozemy udzieli¢ odpowie-
dzi:

Funkcja f przyjmuje najwicksza warto$¢ réwna 1 w trzech punktach: -3, -1, 5, a
warto$¢ najmniejsza réwng -8 w punkcie 2.

Sugerowana punktacja typowych rozwigzan:

Pominigcie koncéw przedziatu: minus 2 punkty.

Pominiecie punktu —1: minus 2 punkty.

Pominiecie przypadku = € (—3,—1): minus 2 punkty.

Pominiecie przypadku z € (—1,5): minus 2 punkty.

Brak odpowiedzi na pytanie postawione w zadaniu: minus 1 punkt.

Laczna ocena za zadanie nie moze by¢ nizsza niz 0.
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Zadanie 8.

Rozwiaza¢ nier6wnoscé
10855+ (7 +8) <logz.s (2° +8).
Rozwigzanie:
Najpierw wyznaczamy dziedzine nieréwnosci:
Podstawy logarytméw sa dodatnie, muszg tez by¢ rézne od 1:
3-2°#£1, czyli x# —logy3.
Ponadto liczby logarytmowane musza by¢ dodatnie:
r+8>0, 2°+8>0,
czyli
x> —8, T>—2.
Poniewaz
1 <logy3 <2
dziedzing nieréwnosci jest zbior
D = (—2,—1og,3)U(—log,3,+00) .
Rozwazamy dwa przypadki:
1° Gdy podstawy logarytméw sa wigksze od 1, czyli gdy x € (—log,3,+00), otrzymamy
nierowno$¢ rownowazng opuszaczajac logarytmy:
r+8< 2”48

x<x3.

Zbiorem rozwiazan powyzszej nieréwnosci jest zbior
(1) [—1,0]U[L,+00),
ktéry jest catkowicie zawarty w rozwazanym przedziale (—log,3,+00). Zatem wszystkie
liczby ze zbioru (1) sa rozwiazaniami danej w tresci zadania nieréwnosci.
2° Gdy podstawy logarytmow sa mniejsze od 1, czyli gdy = € (—2,—1og,3), otrzymamy
nieréwno$¢ réwnowazng opuszaczajac logarytmy i zmieniajac kierunek nieréwnosci:
T+8>1°+8
x>’
Zbiorem rozwigzan powyzszej nierownosci jest zbior
(—o0,—1]U[0,1],
co po uwzglednieniu rozwazanego przedziatu (—2,—log,3) daje nastepujacy przyczynek
do zbioru rozwigzan
(2) (—2,—log,3) .
Sumujac zbiory (1) i (2) otrzymujemy zbiér rozwigzan.
Odpowiedz: Zbiorem rozwigzan danej w zadaniu nieréwnosci jest zbior

(—2,—log,3)U[—1,0]U[1,+0) .
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Zadanie 8. Codo)

Sugerowana punktacja typowych rozwiazan:

Jezeli autor rozwiazania nie wykazuje swiadomosci, ze opuszczajac logarytmy w za-
leznosci od podstawy zmieniamy kierunek nieréwnosci, 0 punktéw za cale zadanie.

W pozostatych rozwigzaniach po jednym punkcie za kazdy z nastepujacych elemen-
tow:

e wyznaczenie dziedziny

e podziat rozwigzania na przypadki 1° i 2°

e rozwiazanie przypadku 1°

e rozwiazanie przypadku 2°

e podanie ostatecznej odpowiedzi



