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8. Liczby zespolone.

Cwiczenia: 28.04.2005
Kolokwium nr 10: 5.05.2005 (czwartek) - obowiazuje material od poczatku
semestru

894. Sprawdzi¢, ze

/a2 b2 /2 B% —
\/&—I—bizi( a—;—i_a—l—isgn(b) a—|—2a)7

jesli b=#£ 0.
Rozwigza¢ réwnania, nieréwnosci i uktady réwnan.
895. z=22 896.z=2"! 897.1+i=2> 898. 3+4i=2>
899. —3+4i=22 900. 22 +z2=i 901. 2 +iz=1
902. 22— (3+5i)z+(—4+T7i)=0 903. z=z+1 904. z’°z=28i

2 2 2 _

25 =2 21+22:—1
908. {Zlﬂ.Z?:l 909. {21“2:1.
Zo+1z1=2 Zitza=1

910. 2°=1 (Wsk. 22+ 23+ 224 2+1=(2+az+1)(22 +bz+1))
Rozwiaza¢ rownania i nieréwnodci. Zaznaczy¢ zbiér rozwigzan na

plaszczyznie zespolonej.

911. Rez+Rez?>0 912. 3|2| < |2%[+1 913. |z|=|z+1]

914. [z+i|<[z—i] 915.ImZ;=0 916. Re*1 =0
Wyrazié¢ przy pomocy sinzx i cosz :

917. sin8x  918. cosdx
Zapisa¢ jako kombinacje liniowg wyrazen postaci sinnz i cosnz :

919. sin®x  920. cos'z 921. sinzcos’z  922. sinT7zcosSrsin9z
Uprosci¢ wyrazenia tak, aby zawieraly tylko jeden arctg

923. arctgb+arctg8 924. arctgd+arctg? 925. arctgd —arctg?2
Zmalez¢ wzory wyrazajace nastepujace sumy:

N N
926. Zsinnx 927. Zcos5n$

n=1 n=1
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N N

928. Zcosn:csinznx 929. Zsin3n:c
n= 1
Wskazowka Zastosowaé wzor

sinnz = Im(cosnx +isinnz) = Im((cosz 4 isinx)") ,

a nastepnie skorzystac¢ ze wzoru na sume ciggu geometrycznego.

930. W tréjkacie prostokatnym PQD kat przy wierzchotku P jest
prosty, a przy tym PQ =11 PD =4. Ponadto punkt C jest srodkiem
odcinka PD, punkt A jest srodkiem odcinka PC', punkt B jest srodkiem
odcinka AC. Punkt F lezy na prostej PD, przy czym

IPQA+<IPQB+YPQC=9PQD+<4PQE.
Obliczy¢ PE.

9. Szeregi o wyrazach zespolonych.

Cwiczenia: 5.05.2005
Kolokwium nr 11: 19.05.2005 (czwartek) - obowiazuje material od poczatku
semestru

Kryteria zbieznosci

Warunek konieczny zbieznosci

Jezeli (z,) nie dazy do 0, to szereg § 2z, jest rozbiezny.

Zbleznosc bezwzgledna

Jezeli Y- ]zn] < 00, to szereg Z zp jest zbiezny.
=1

n=1

Kryterium d Alemberta

Jezeli lim || < 1, to szereg Z 2, jest zbiezny.

n—oo

Zn41

Jezeli lim > 1, to szereg Z 2z, jest rozbiezny, a co wiece]j
n=1

lim |z,| =+oc0.

n—oo
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Kryterium Cauchy’ego
Jezeli lim {/|z,| <1, to szereg 3 z, jest zbiezny.
n—oo n=1
Jezeli lim {/|z,| > 1, to szereg Y z, jest rozbiezny, a co wiecej
n—oo n=1
lim |2, | = +o0.
Uogdlnienie kryterium o szeregach naprzemiennych
Jezeli ciag (a,) jest zbieznym do zera nierosnacym ciagiem liczb
rzeczywistych dodatnich, to dla dowolnej takiej liczby zespolonej z, ze

o0
|z| =1 oraz z#1, szereg Y a,z" jest zbiezny.
n=1

Powyzsze jest prawda takze dla |z| < 1, ale wowczas na ogdl stosuje-
my inne kryteria.

Inne kryteria

Jezeli szeregi Y- z, 1 Y vy, sa zbiezne, to szeregi Y (2, +y,) sa zbiez-
n=1 n=1 n=1

ne i wowczas

n=1 n=1

n=1

[e.°] [e.°]
Jezeli szereg Y- z, jest zbiezny, a szereg > y, jest rozbiezny, to sze-
n=1

n=1
regi § (2, £ yn) sa rozbiezne.
n=1
Dla dowolnej liczby zespolonej ¢ # 0 szereg § czy, jest zbiezny wtedy
n=1

i tylko wtedy, gdy zbiezny jest szereg § zn. Jesli oba szeregi sa zbiezne,
n=1

to

[e'S) [e%S)
Z CZp = CZ Zn -
n=1 n=1

Zbieznos¢ szeregu nie zalezy od zmiany lub pominigcia skonczenie
wielu poczatkowych wyrazow.
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Szereg Y z, jest zbiezny wtedy i tylko wtedy, gdy zbiezne sa jedno-
n=1

o0 [e.e]
czes$nie szeregi Y Rez, oraz ) Imz,. Jedli podane szeregi sa zbiezne,

n=1 n=1
to -
Zzn ZRezn+iZImzn.
n=1 n=1

Obszar zbieznosci szeregu potegowego jest kotem o srodku w zerze
i promieniu R € [0,+00], zwanym promieniem zbieznosci szeregu. Przy
R =0 koto zbieznosci degeneruje sie do punktu 0, przy R =400 obsza-
rem zbieznosci jest cata ptaszczyzna zespolona.

Na okregu bedacym brzegiem kota zbieznosci szereg potegowy moze
by¢ zbiezny w czesci punktéw, a w czesci rozbiezny.

Zbadaé zbieZnoéé Szeregow:

931. g 932. 933. E
n2+m+1 —ntti n2—|—z
)" > n—l—z ni +1
934. 935. 936.
S U0 s 3 S

Zmalez¢ wzory wyrazajace nastepujace sumy:

937, isinnw 938. Zcosnx
n=1
Znalez¢ obszar zbiezno$ci szeregdw potegowych:
oo o0 8 o0
939. Y 272" 940. Z 041 an”
n=0 n=1
00 2 —1)" 3n
942. Y nlz" 943 Z i+ 944, Z )Z
n=0
© (142 4n+3 . 2n 2 11 n+8 3n © (i+1 3n . 2n
945.Z(l+)—z 946. Z +119) 9412%
=1 n vn2+"—n =ovn
] 54n+32n TL+Z n
948. ———  949.
S M X
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